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1. “Zero-bias anomaly” in der Luttinger-Flüssigkeit (30 Punkte)

Wir betrachten die Luttinger-Flüssigkeit mit dem Hamilton-Operator H , dessen Ur-
sprung in der Vorlesung geklärt wird.

H = πvF

∫

dx
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−(x)
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2

∫

dx (ρ̂+(x) + ρ̂−(x))2 , (1)

Hierbei sind ρ̂+,−(x) die “rechts-/linkslaufenden” Dichteoperatoren,

ρ̂+(x) =
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( q

2πL
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2
|q|,
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∑
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)1/2
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bqe
iqx + b†qe

−iqx
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und die bosonischen Operatoren bq, b
†
q genügen der Vertauschungsrelation [bq, b

†
q′ ] = δqq′ .

Der Faktor e−
a

2
|q| in den beiden Ausdrücken generiert einen effektiven UV-“Cut-Off”

bei q ∼ a−1 ∼ kF , da Gleichung (1) ein effektiver niedrig-Energie-Hamilton-Operator
ist (siehe Vorlesung).

Ziel dieser Aufgabe ist, es Sie mit der Methode der Bosonisierung vertraut zu machen
und die sogennante “Zero-bias anomaly” analytisch zu beschreiben.

Wir beginnen mit der Berechnung der Gleichgewichts-Greenschen Funktionen
(ohne Zeitordnung T !)

iG>
±(x, t) = 〈ψ±(x, t)ψ†

±(0, 0)〉 (3)

unter Verwendung der bosonischen Darstellung der fermionischen Feldoperatoren ψ±(x) =
1√
2πa

exp{iφ̂±(x)}. Darin ist und

φ̂±(x) = ±2π

∫ x

−∞
ρ̂±(x′)dx′. (4)

(a) Begründen Sie unter Verweis auf die Jordan-Wigner-Transformation (Blatt 4 Auf-
gabe 2a) wieso ψ±(x) ein fermionischer Operator ist.

(b) Betrachten Sie zunächst das nichtwechselwirkende System (g = 0). Benutzen Sie

(i) die Baker-Hausdorff-Formel eAeB = eA+Be
1

2
[A,B] (falls [A, [A,B]] = 0 = [B, [A,B]])

(ii) die Beziehung 〈ei[A−〈A〉]〉 = e−
1

2
[〈A2〉−〈A〉2] für Mittelwerte bezüglich eines Gleich-

gewichtsdichteoperators mit quadratischem Hamilton-Operator



und zeigen Sie

iG>
±(x, t) =

1

2πa
eJ±(x,t), (5)

J±(x, t) =
2π

L

∑

q>0

e−qa

q

{

(nq + 1)(eiq(±x−vF t) − 1) + nq(e
−iq(±x−vF t) − 1)

}

,

worin nq =
[

eβvF q − 1
]−1

die bosonischen Besetzungszahlen sind.

Hinweis: Bestimmen Sie die Zeitentwicklung von ρ̂±(x), bestimmen Sie φ̂(x, t) und
überlegen Sie sich dann, wie Sie die Beziehungen (i) und (ii) verwenden können.

(c) Wandeln Sie die q-Summe in ein Integral um und zeigen Sie (ã = a/vF )

J±(x, t) = ln

[

iπãT

sinh πT (±x/vF − t+ iã)

]

. (6)

Hinweis: Führen Sie die q-Integration zunächst für die Ableitungen ∂z±J± durch,
worin z± = ±x− vF t ist.

(d) Betrachten Sie nun das wechselwirkende System (g 6= 0). Benutzen Sie die Bogoliubov-
Transformation

(

b̃q
b̃†−q

)

=

(

cosh θ sinh θ
sinh θ cosh θ

) (

bq
b†−q

)

(7)

mit tanh 2θ = g/(2πvF + g), welche den vollen Hamilton-Operator diagonalisiert,
um

iG>
±(x, t) =

1

2πa

(

iπãT

sinh πT (±x/u− t+ iã)

)cosh2 θ (

iπãT

sinh πT (∓x/u− t+ iã)

)sinh2 θ

.

(8)
zu zeigen. Hierin ist nun ã = a/u und u =

√

(vF + g/2π)2 − (g/2π)2 die Plasmon-
Geschwindigkeit.

(e) Zu guter Letzt bestimmen wir die (Tunnel-)Zustandsdichte für das wechselwirkende
System. Berechnen Sie hierzu

ν(ǫ) = −
1

π

∫

dt eiǫtImGR(0, t) =
i

2π

∫

dt eiǫt(G>
±(x = 0, t) −G<

±(x = 0, t)) (9)

im Grenzfall T → 0. Für dieses Modell gilt G<
±(x = 0, t) = [G>

±(x = 0, t)]∗. Skiz-
zieren Sie ihr Ergebnis und vergleichen Sie es mit der Zustandsdichte einer Fer-
miflüssigkeit, beachten Sie hierbei die Energieskalen.
Hinweis: Verwenden Sie, dass Sie 0 < α < 1 annehmen können, da ν als Funk-
tion von α im Bereich Reα > 0 analytisch ist (α = 2 cosh2 θ − 1). Führen Sie
das “branch-cut” Integral aus und verwenden Sie sin(πα)Γ(α)Γ(1 − α) = π. Das

Ergebnis ist: ν(ǫ) = |ãǫ|α−1

2πuΓ(α)


