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1. “Zero-bias anomaly” in der Luttinger-Fliissigkeit (30 Punkte)

Wir betrachten die Luttinger-Fliissigkeit mit dem Hamilton-Operator H, dessen Ur-
sprung in der Vorlesung geklart wird.

H=ror [do (@) + 7 @)+ § [ do(pu(o) + p-(0))", 1)

Hierbei sind p4 _(x) die “rechts-/linkslaufenden” Dichteoperatoren,
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und die bosonischen Operatoren by, bg geniigen der Vertauschungsrelation [b,, b:;/] = 0gq'-
Der Faktor e~ 2!% in den beiden Ausdriicken generiert einen effektiven UV-“Cut-Off”
bei ¢ ~ a~! ~ kp, da Gleichung (1) ein effektiver niedrig-Energie-Hamilton-Operator

ist (siehe Vorlesung).

Ziel dieser Aufgabe ist, es Sie mit der Methode der Bosonisierung vertraut zu machen
und die sogennante “Zero-bias anomaly” analytisch zu beschreiben.

Wir beginnen mit der Berechnung der Gleichgewichts-Greenschen Funktionen
(ohne Zeitordnung T")

iG3 (2, t) = (Yu(, )Y (0,0)) (3)

unter Verwendung der bosonischen Darstellung der fermionischen Feldoperatoren ¢4 (z) =

\/21% exp{ids (2)}. Darin ist und
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(a) Begriinden Sie unter Verweis auf die Jordan-Wigner-Transformation (Blatt 4 Auf-
gabe 2a) wieso ¥4 (z) ein fermionischer Operator ist.

(b) Betrachten Sie zunéchst das nichtwechselwirkende System (g = 0). Benutzen Sie
(i) die Baker-Hausdorfl-Formel e4eB = eATBezl4B8] (falls [A, [A, B]] = 0 = [B, |4, B]))

(ii) die Beziehung (e~ A1) = e~ 2[4 =°] fiir Mittelwerte beziiglich eines Gleich-
gewichtsdichteoperators mit quadratischem Hamilton-Operator



und zeigen Sie
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: -1 .. : :
worin n, = [eﬁ”F 7 — 1} die bosonischen Besetzungszahlen sind.

Hinweis: Bestimmen, Sie die Zeitentwicklung von p.(z), bestimmen Sie ¢(x,t) und
iiberlegen Sie sich dann, wie Sie die Beziehungen (i) und (ii) verwenden kénnen.

Wandeln Sie die ¢-Summe in ein Integral um und zeigen Sie (a = a/vr)

Jo(z.t) = In [ imal }
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Hinweis: Fiihren Sie die q-Integration zundchst fir die Ableitungen 0,,Jy durch,
worin zy = tx — vpt ist.

Betrachten Sie nun das wechselwirkende System (g # 0). Benutzen Sie die Bogoliubov-

Transformation ~
by ~( coshf sinh0 by (1)
bT_q ~ \ sinh® cosh# bl ;

mit tanh 20 = g/(2mvr + g), welche den vollen Hamilton-Operator diagonalisiert,
um
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zu zeigen. Hierin ist nun @ = a/u und u = \/(vr + g/27)2 — (g9/27)? die Plasmon-
Geschwindigkeit.

Zu guter Letzt bestimmen wir die (Tunnel-)Zustandsdichte fiir das wechselwirkende
System. Berechnen Sie hierzu

vie) = —% /dt e“'Im G*(0,t) = i /dt NG (z =0,t) —GZ(x =0,t)) (9)
im Grenzfall T — 0. Fiir dieses Modell gilt G5(x = 0,t) = [GZ(z = 0,¢)]*. Skiz-
zieren Sie ihr Ergebnis und vergleichen Sie es mit der Zustandsdichte einer Fer-
mifliissigkeit, beachten Sie hierbei die Energieskalen.

Hinweis: Verwenden Sie, dass Sie 0 < o < 1 annehmen konnen, da v als Funk-
tion von « im Bereich Rea > 0 analytisch ist (@ = 2cosh®6 — 1). Fiihren Sie
das “branch-cut” Integral aus und verwenden Sie sin(ma)'(a)T'(1 — o) = 7. Das

N
Ergebnis ist: v(e)

2mul’(er)




