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1. Gebundene Zustinde im flachen Potentialtopf (12 Punkte)

Ein Potentialtopf mit linearer Dimension (Durchmesser) a gilt als “flach”, wenn die
Tiefe U, wesentlich kleiner ist als die kinetische Energie eines im Topf lokalisierten
Elektrons:
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Gebundene Zustande sind deshalb rdumlich wesentlich weiter ausgedehnt als der Topf,
wéahrend die Bindungsenergie wesentlich geringer ist als Uy. Es gilt, die Existenz gebun-
dener Zustéande in d = 1, 2,3 mit Hilfe der Streuamplitude zu untersuchen.

Die Green’sche Funktion eines Elektrons in einem #ufleren Potential V' (r) geniigt der
Dyson Gleichung
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die (retardierte) Green’sche Funktion des freien Elektrons und

V(p) = /ddrei’”’V(r) (4)

die Fouriertransformierte des Potentials ist. Die Green’sche Funktion lasst sich auch
mit Hilfe der Streuamplitude (oder auch “amputierte Green’sche Funktion”) F'(e, p, p’)
darstellen:

G(e,p,p’) = Gole, p)(2m)"6%(p — p) + Go(e, p)F (e, p, p’)Gole, D). (5)

(a) Welcher Summe von Feynman Diagrammen entspricht F'? Stellen Sie in Analogie
zur Dyson Gleichung fiir GG eine Integralgleichung fiir ' auf, die aufler ' nur V' und
Gy enthélt.

(b) Begriinden Sie, warum gebundenen Zustande des Potentialtopfes V(r) Polen von
F(e,p,p’) bei negativen Energien € entsprechen.

Es gilt nun, die gebundenen Zustédnde des flachen Potentialtopfes zu bestimmen. Néhern
Sie hierzu den Potentialtopf durch eine é-Distribution:

V(r) = —Uas?(r). (6)
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Ist diese Naherung nur fiir Topfe mit kleinem Durchmesser a oder fiir flache T6pfe
ganz allgemein sinnvoll?

Berechnen Sie V(p). Zeigen Sie anhand der Integralgleichung aus Teil a), dass F
nun nur noch von e abhéngt.

Zeigen Sie, dass in d = 1 ein gebundener Zustand existiert und berechnen Sie die
Energie. Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit Landau und Lifshitz, Bd. 11, Quanten-
mechanik, §45, Aufgabe 1.

Untersuchen Sie, ob auch in d = 2 ein gebundener Zustand existiert und verglei-
chen Sie das Ergebnis mit Landau und Lifshitz, Bd. III, Quantenmechanik, §45,
Aufgabe 2.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, ob es physikalisch sinnvoll ist, die Impulsintegration
von |p| = p = 0 bis p = oo auszufithren? Warum ist es notwendig, einen so genann-
ten cutoff einzufithren und durch welche Gréfle wird er bestimmt? Es ist hierbei
vielleicht hilfreich, wenn Sie sich iiberlegen, welche Naherungen in der bisherigen
Rechnung gemacht wurden.

Zeigen Sie schliefflich, dass in d > 3 keine gebundenen Zustédnde existieren.

. Die Holstein—Primakoff Darstellung (6 Punkte)
Die Holstein—Primakoff Darstellung ist definiert durch
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wobei a,a’ bosonische Erzeugungs- und Vernischtungsoperatoren sind. Zeigen Sie, dass
die in (7),(8) und (9) definierten S Operatoren die SU(2)-Vertauschungsrelation
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3. Die Einteilchen Green’sche Funktion als Pfadintegral (12 Punkte)

In dieser Aufgabe soll eine alternative Darstellung der Einteilchen Green’sche Funkti-
on (im weiteren auch Propagator) mit Hilfe des Pfadintegrals erarbeitet werden und
mit Hilfe dieser Darstellung eine konkrete Green’sche Funktion bestimmt werden. Zur
Vereinfachung gilt in der kompletten Aufgabe h = 1. (Sie finden Details zu diesem
Formalismus in jedem modernen Buch zum Thema Quantenfeldtheorie.)

(a) Konstruktion des Pfadintegrals.
Beginnen Sie mit folgender Darstellung eines Einteilchen Propagators (7" ist der
Zeitordnungsoperator):
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Zeigen Sie durch explizites Nachrechnen von Gleichung (11), dass Gleichung (10)
eine mogliche Darstellung der retardierten Einteilchen Green’schen Funktion ist.
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Zerlegen Sie in Gleichung (10) die Zeitspanne ¢; bis ¢; in geeignet kleine Elemente
[tn_1,t,] und entwickeln Sie U (tn,t, —1). Vereinfachen Sie auch den Propagator mit
Hilfe folgender Identitét:
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Zeigen Sie dann, dass der Propagator in Form von
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geschrieben werden kann, wobei H die zum Hamilton Operator gehorende Hamilton
Funktion ist. Uberlegen Sie sich, warum Sie folgende Voraussetzung an H stellen
kénnen und wann diese nicht gilt
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Zeigen Sie schliefflich durch das Vollziehen des Kontinuumslimes, dass die Green’sche
Funktion wie folgt geschrieben werden kann.
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Zeigen Sie weiter, dass durch Zerlegen des Impulses in p(t) = pu(t) +7,(t) (mit dem
klassischen Impuls pi(t)), entwickeln der Hamilton-Funktion bis einschlieflich er-
ster Ordnung in 7,(¢) und anschlieBendem Ausintegrieren des Impulsfreiheitsgrades
7,(t), sich die Green’sche Funktion auf folgende Form bringen lasst.
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Hinweis: Erinnern Sie sich an folgende Identitit: [ d%ae'™ = (27)%6(%)



(b)

Die Approximation der stationéren Phase.
Nehmen Sie an, dass S[Z, Z] = fttf dt L(Z,7,t) eine stationdre Bahn ¢{t) hat. Ent-
wickeln Sie um diese explizit (¥ = ¢+ AZ):
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Aufgrund der stationédren Bedingung gilt dann:
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wobei lf(i) d(t — t1) als Kronecker Symbol fiir kontinuierliche Systeme fungiert.

Erkléren Sie die physikalische Bedeutung der stationédren Bahn. Begriinden Sie fol-
gende gendherte Darstellung der Greensch’schen Funktion.
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Berechnen Sie die Green’sche Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszil-
lators (L(7,7,t) = 2(4% — w?a?), £(0) = 2, und 2(t) = x;) mit Hilfe von Gleichung
(19).

Zeigen Sie hierfiir zuerst, dass im Falle des harmonischen Oszillators Gleichung (17)
eine exakte Darstellung ist.

Losen Sie dann die klassischen Bewegungsgleichungen und bestimmen Sie die klas-
sische Wirkung.

Um die Determinante zu bestimmen, gehen Sie wie folgt vor:

(i) Bestimmen Sie den Operator 0= % np fiir den harmonischen Oszilla-

tor.

(ii) Berechnen Sie die Eigenwerte des Operators durch explizites Losen der Diffe-
rentialgleichung Or, = e,r, unter Beriicksichtigung der Randbedingung.
Hinweis: Der Operator wirkt auf die Fluktuationen um die klassische Trajekto-
rie, welche Bedingung miissen die Fluktuationen bei x; und xy erfiillen?

(iii) Bestimmen Sie die Determinante in der Eigenbasis.

Hinweis: Verwenden Sie 2~ = [[>2 (1 — £%)!

Zeigen Sie, dass der Propagator geschrieben werden kann als:

. mw 1/2 ([m +a%] cot (wt)— %)

271 sin(

Betrachten Sie den Grenzfall eines freien Teilchens, vergleichen Sie dieses Ergebnis
dann mit der Green’schen Funktion von Blatt 1 Aufgabe 1 und erkldren Sie den
Unterschied.



