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1. Besetzungszahlen in einem idealen Fermi-Gas: (2 + 2 + 4 = 6 Punkte)

Wir bezeichnen mit nλ die Zahl der Teilchen im Gas, die sich im Quantenzustand λ
befinden. Betrachten Sie ein ideales Fermi-Gas. Zeigen Sie, es gilt:

(a)
〈n2

λ〉 = 〈nλ〉,
(b)

〈nλ1
nλ2

〉 = 〈nλ1
〉〈nλ2

〉.

(c) Berechnen Sie die Schwankung der Gesamtteilchenzahl (∆N)2 = 〈N2〉 − 〈N〉2 und
zeigen Sie dass

∆N

〈N〉 6
1

√

〈N〉
;

∆N

〈N〉 → 0 (für T → 0).

2. Dynamischer Strukturfaktor (4 + 4 + 6 = 14 Punkte)

Berechnen Sie die zeitabhängige Dichte-Korrelationsfunktion (der sog. dynamische Struk-
turfaktor) des freien Elektronengases im Grundzustand.

Es gilt (~ = 1):

Ĥ =
∑

k,σ

ǫ(k)ĉ†k,σ ĉk,σ, ǫ(k) =
k2

2m

und
{

ĉ†k,σ, ĉk′,σ′

}

= δkk′δσσ′ .

Die Korrelationsfunktion ist definiert als

S(q, ω) =
1

2π

∫

d3r

∫

dte−i(qr−ωt)S(r, t), S(r, t) =
〈

ΨN
0

∣

∣ ρH(r, t)ρH(0, 0)
∣

∣ΨN
0

〉

,

mit der zeitabhängigen Teilchendichte im Heisenberg-Bild

ρH(r, t) =
∑

σ

ψ†
σ(r, t)ψσ(r, t), ψσ(r, t) =

1√
V

∑

k

ei(kr)ĉk,σ(t).



(a) Bestimmen Sie ĉk,σ(t) über die Heisenberg-Bewegungsgleichung, mit ĉk,σ(0) = ĉk,σ.

(b) Zeigen Sie, dass der Strukturfaktor übergeht in

S(q, ω) =
2

V

∑

k

nF (k) [1− nF (k+ q)] δ (ω + ǫk − ǫk+q) ,

mit nF (k) = θ(kF − k) und kF dem Fermi-Wellenvektor.

(c) Zeigen Sie anhand des letzten Ergebnisses, dass

S(q, ω) 6= 0 nur gilt wenn







q < 2kF und 0 < mω < qkF + q2/2

q > 2kF und q2/2− qkF < mω < qkF + q2/2
.

Skizzieren Sie in der (q,mω) Ebene den Bereich mit S(q, ω) 6= 0.


