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1. Funktionales Feld-Integral und Wick’sches Theorem (12 Punkte)

In dieser Aufgabe werden wir das bosonische funktionale Feld-Integral konstruieren.
Dazu verwenden wir kohérente bosonische Vielteilchen-Zusténde (¢; = ¢(t,7))
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(siche Blatt 5, Aufgabe 2.)
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(a) Verwenden Sie die Vollsténdigkeitsrelation der kohdrenten Zusténde,
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um analog zur Aufgabe 1 von Blatt 3 eine Pfadintegraldarstellung von
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Z1J = 0] = {0|U(t; = —oc0,t; = 00)|0),

zu erhalten. Hierbei beinhaltet U (ti,ty) den Hamiltonoperator in zweiter Quanti-
sierung.
Hinweis 1: Die einzelnen Schritte sind:
e Betrachten Sie zundchst endliche Zeiten t; undt; und zerstiickeln Sie in U (t;, t ;)
das Zeitintervall in Teilintervalle tf]\_;i.
e Figen Sie in jedem Zeitschritt eine Zerlequng der 1 ein.
e Bilden Sie formal den Grenzwert M — oo und danach ty — +o0, t; — —o0.

Hinweis 2: Ihr Ergebnis sollte dem Grenzfall J, J* — 0 von
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entsprechen.

Die “Vakuum-Amplitude”, die wir damit bestimmt haben, ist fiir J # 0 ein sogenanntes
erzeugendes Funktional und erfiillt (zz = (ti, ), ¢; = ¢(z;) und D(Regp, Im¢) = D(¢))

B (—i)" 6"Z[J*

= /D O ot [ dt[[ dlre* (2)idnd (=)~ H(9*,9)]
J=0

(2)
Wir betrachten im Weiteren den Hamilton-Operator H = Hy + H;,; wobei
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(b) Berechnen Sie fiir ¢ = 0 den Korrelator <¢(w1,E1)¢*(w2, E2)> durch eine Fourier-
Transformation des Exponenten in Gleichung (2).
Hinweis: Erinnern Sie sich an Blatt 5, Aufgabe 3.

(c¢) Erklaren Sie im Kontext von Aufgabenteil b) den Zusammenhang von Wick’schem
Theorem und der Relation aus Aufgabe 3 des 5. Blattes. Ist “Gau3-formigkeit” eine
notwendige Bedingung fiir das Wick’sche Theorem? Begriinden Sie.

(d) Motivieren Sie die diagrammatische (perturbative) Beschreibung des Korrelators
<¢(w1, k1)o* (we, k’g)> fiir endliche Wechselwirkungsstéarke g.

Hinweis: Verwenden Sie in Gin. (2) und entwickeln Sie e=*J @ Hint,
. Matsubara-Summe (5 Punkte)
Berechnen Sie die Summe ] )
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fiir sowohl fermionische als auch bosonische Matsubara-Frequenzen.

Hinweis: Das Ergebnis fiir bosonische Frequenzen lautet
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. Grassmannvariablen (8 Punkte)

In Aufgabe 1 haben Sie gezeigt, dass mit Hilfe von bosonischen kohérenten Zusténden
die Konstruktion eines funktionalen Feldintegrals moglich ist. In dieser Aufgabe soll
die Vorarbeit gleistet werden, um auch fiir Fermionen ein funktionales Feldintegral zu
konstruieren.

Dazu fithren wir die Grassmannvariablen n; (i = 1,..., N) ein. Sie eignen sich hervor-
ragend zur Beschreibung fermionischer Zusténde und bilden eine Algebra, wobei ihre
Multiplikation der definierenden Eigenschaft

Mt = —MN;7 (5)
geniigt. Eine Funktion von Grassmannvariablen ist {iber ihre “Taylorreihe” definiert:

f(n:) = £(0) + f/(0)n;.

Dariiber hinaus sind Differentiation und Integration definiert als

Oy = 0ij, /dm 1= 0,/dm 1 = 0ij. (6)

(a) Zeigen Sie: [ dn;f(n;) = Oy, f(n;) und {9,,,n;} =0

(b) Fir N = 2M verwendet man fiir die Hilfte der Grassmannvariablen héufig die
Schreibweise 0} ,, = n:(Vi = M + 1, ...,2M) (“konjugierte Grassmannvariablen”).
Vergewissern Sie sich von: [, [ dn; dn;e T ATHTHTY — Dot A 7' A7
Hierbei sind 7, / Spaltenvektoren bestehend aus den Grassmannvariablen 7;, v; und
i, 71 die Zeilenvektoren aus 7}, v}.

(¢) Nun fithren wir die Multiplikation von Zusténden durch Grassmannvariablen ein
(z.B. 1;]0)). Die definierende Eigenschaft ist {¢;,n;} = 0 fiir beliebige fermioni-
sche Operatoren ¢;. Konstruieren Sie mit diesem Wissen fermionische kohérente
Zusténde und zeigen Sie: ¢ |n) = —a,, ).




