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Kapitel 1

Analytische Mechanik
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1.1 Mechanik eines Massenpunktes

1.1.1 Grundkonzepte

Freiheitsgrade, Bahnkurve 7(t), Geschwindigkeit v(t) = L r(t) = ©(¢), Be-
schleunigung a(t) = &L v(t) = ¥(t).
1.1.2 Newton-Bewegungsgleichungen

ma=F . (1.1)

Diese Masse heisst trage Masse.
Beispiele: Schwerkraft, Lorentz-Kraft.
Beispiel einer Losung: Stein im Gravitationsfeld.
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1.1.3 Konservative Krifte

Wir definieren von der Kraft geleistete Arbeit:

r

Wir,ro) = /F[r']dr’. (1.2)
ro
Dann gilt
dW =Fdr . (1.3)
Kinetische Energie:
2
T= % . (1.4)

Die zeitliche Anderung der kinetischen Energie:

d
%T:mVV:VF : (1.5)

Es gilt
dT' = Fvdt = Fdr = dW . (1.6)

D.h., die Arbeit wird in die kinetische Energie umgewandelt.
Spezialfall:

F=-VV. (1.7)

Hier V (r) ist die potenzielle Energie. Dann gilt

]{ Fdr — 0. (1.8)

D.h., die Arbeit W{r,ro] ist vom Integrationsweg unabhéngig.
Wie definiéren die totale Energie

E=T+V. (1.9)
d . d. d ,
dp_dp dy, 0. 11
ZE=ZT+—V VF+<VV)r 0 (1.10)

Die Energie ist erhalten.



1.2 Mechanik mehrerer Massenpunkte

Wir betrachten den Spezialfall

V(ryr,..en) =Y V(e —1y)) . (1.11)

1<J

Diese Form ist motiviert durch die Tatsache, dass der Raum homogen und
isotrop ist.
Die Bewegungsgleichungen lauten

i
wobei :
Es ist einfach zu zeigen, dass F;; = —F;; und F;; || r; — r;. Daraus folgt

Erhaltung des Gesamtimpulses:
und des gesamt Drehimpulses

L= rxp;. (1.15)

1.3 Lagrange-Formalismus

1.3.1 Lagrange-Funktion und Euler-Lagrange-Gleichung

Durch die Zwangsbedingungen wird die Bewegung des Systems auf einer
Oberfliche O im 3N-dimensionalen Raum beschrankt. Man fithrt die gene-
ralisierten Koordinaten ¢i, s, ..., q3n_s €in, die die Oberfliche O parame-
trisieren. D.h., die Oberfliche ist gegeben durch R = R(q1,¢2,...). D.h.,
dass das System 3N — s Freiheitsgrade hat. Damit sind die Zwangsbedin-
gungen automatisch erfiithlt. Wir wollen 3N — s Bewegungsgleichungen fiir
q; herleiten.



Die Bewegungsgleichungen im 3/N-dimensionalen Raum lauten
P=K+7Z. (1.16)

Hier ist P = pq, ..., pn der 3N-dimensionaler Vektor der Impulse, K ist der
3N-dimensionaler Vektor der Krifte (N 3D Kraft-Vektoren) und Z entspricht
den N Zwangskriften. Wir projizieren die 3N-dimensionale Gleichung P =
K + Z auf 3N — s Tangentialvektoren 0R/0Jq;. Das ergibt

. OR OR, OR,
P. =K. — = —V U-— . 1.17
aqj dq; R 0q; ( )
oder
Zmlrz on _ U (1.18)
dg; gy

Die Zwangskrifte tauchen nlcht auf, weil sie senkrecht zur Oberfliche O sind.
Wir betrachten hier die potentielle Energie U nur auf der Oberfliche O, so
dass UR,t) =U(R(q1,---,q3n-s,1)) = Ul(qu,--.,q3n-s,1) = Ul(q, ).

Wir wollen beweisen, dass

or; dor oT
Mg - ot = L 1.19
2 dg;  dtdg; g o

wobel

T=%" % (1.20)

die kinetische Energie ist.

Wir haben r; = r;(q1,...,qn_s,t) = 13(q, ), wobei q = (q1, ..., G3n_s)-
Es ist wichtig die totale (z.B. d/dt) und die partielle (z.B. /0t oder 0/0¢;)
Ableitungen zu unterscheiden. Wir erhalten

d . 8ri . 8ri
Eri:ri:;_j it = - (1.21)

Das heisst wir konnen jetzt r; als Funktion von q, q und ¢, , d.h. ¥;(q, q, t),
darstellen. Da r; eine lineare Funktion von ¢ ist erhalten wir
or;  Or;
g (1.22)
dq; g




Weiter

. — mZI'Z . = m;r; — , 1.23
9q; EZ: 9q; ZZ: 9q; (123
Foq;, ~ Mgy T2 G,
Gri 821‘1‘ 621‘1‘
zi: 9q; Z (Z 94,04, " 8t0qj) (124
8qj ;mlrl - (1.25)
SchlieBlich, mit (1.21) erhalten wir
9%r; 9%r;
il ] ) 1.26
8q] Z it (Z 0¢;0¢m ™" 8150%) (1.26)
un d oT aT
4 or l Z_ , 1.27
dt9g; O, Z " D, (1.27)
Gl (1.18) jetzt lautet
dor or ou
a0 a9 1.28
dt an 8qj aq]' ( )
oder d OL 0L
e 1.2

wobei L = T — U (die potenzielle Energie U ist unabhéngig von q). Die
Funktion L = L(q, q,t) heisst Lagrange-Funktion und die Gleichung (1.29)
heisst Euler-Lagrange Bewegungsgleichung.

1.3.2 Beispiel: das Pendel

Wir benutzen die Parametrisierung durch die Kugel-Koordinaten:

= (Isinf cos g, lsinfsing,lcosh) . (1.30)



Die kinetische Energie lautet

mr2  ml?

_mrt T (e 92
T = (9 +sin 9¢). (1.31)

Die potentielle Energie lautet
U =mgz = mglcost . (1.32)
Die 2 Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

mi*0 — mi?sin 0 cos 0> — mglsind = 0
mi?sin? 0@ 4+ 2mi® sin @ cos 0 ¢ = 0 . (1.33)

1.3.3 Keine Zwangsbedingungen

Wenn es keine Zwangsbedingungen gibt, sind die 3N Koordinaten R auch
gute generalisierte Koordinaten. Aus der Lagrange-Funktion

L:T-U:Z#—U(rl,...,m) (1.34)

erhalten wir die Newton-Bewegungsgleichungen. Mann kann immer noch die
generalisierten Koordinaten einfiithren (3/V) die das Problem vereinfachen.

Kepler-Problem

Die L.-F. lautet

mlr% WQI'%

2 2

I —

—U(r; —r9) . (1.35)

Die besser passenden Koordinaten sind r = r; —ry, und R = ™25022 Jetzt
lautet die L.-F.

MR2 -2
==+ % ~U(r), (1.36)

L

wobei p = ™2 die reduzierte Masse ist.
mi1+msa



1.4 Erhaltungssitze, das Noether-Theorem

1.4.1 Verallgemeinerter Impuls, zyklische Koordinaten

Die verallgemeinerten Impulse sind wie folgt definiert:
== (1.37)

Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt dann, dass wenn g; eine zyklische
Koordinate ist, d.h. L ist von ¢; unabhéngig, 0L/0gq; = 0, ist der entspre-
chender Impuls p; erhalten, p; = 0.

1.4.2 Das Noether-Theorem

Wenn es eine Schar der Bahnkurven existiert q(t, «) (es gilt, z.B., q(t,a =
0) = q(t)), sodass

L(q(t, ), q(¢, @), ) = L(a(t), a(t), 1) , (1.38)
gilt
d
—L ' = 1.
~L(a(t,a).4(t.0).t) =0, (1.39)
oder
B oL 8qj 0L 0g;
0 = ZJ: (8% Oa 8% O«
_ ([ don oLy oy oL
- - Oq; dtdg; dt 8qj da  0¢; Oa
oL d 0L 8qj oL 3qj
= — | == 1.40
; ([aqj qu]] oo i {aqj da (1.40)
Wir benutzen die Euler-Lagrange-Gleichungen und erhalten den Erhal-
tungssatz
d 8L 8qj . d 8(]]' .
dt; {aqj 8041 T ; {pﬂ 9a| =Y (1.41)

Beispiel: zyklische Koordinate
Wenn g¢,,, zyklisch ist dann gilt ¢;(¢, o) = ¢;(t) + adjy,. Daraus folgt p,, = 0.



Beispiel: Gesamtimpuls mehreren wechselwirkenden Teilchen

Die verallgemeinerten Koordinaten sind einfach r; (keine Zwangsbedingun-
gen). Die potenzielle Energie dndert sich nicht unter Transformation r; + an,
wo n einer beliebigen Richtung entspricht (Verschiebung aller Teilchen).
Dann ist der Gesamtimpuls ) . p; erhalten.

Beispiel: Drehimpuls

Die Symmetrie: eine Drehung um Achse n um Winkel a. Wir erhalten

Qri
Oa

=nxr; (1.42)

Die erhaltene Grofie sei

szarz Zpl (nxr;) = (Z r; X pz> =n-L, (1.43)

wobei L der Drehimpuls ist.

1.4.3 Erweitertes Noether-Theorem

Die Lagrange-Funktion ist nicht invariant aber gilt

(a0, a(t.0). Do = 2 fla®).a@)) . (L41)

Dann die Grofle 9L &
o4q;
— 1.4
Z 0q; O (1.45)

ist erhalten. Die wichtigste Anwendung: Zeitverschiebung q(t, a) = q(t + «).
Dann gilt

d ] A [000g]  d~—[OL.
aHat ) ) Dl = 5 S50 =550 (7]

(1.46)

Anderseits
d 0

d .
%L(q(ta OZ), q(t7 a)v t>|a:0 - a L— a L. (147)



Zusammen ergibt sich dann

d 0L 0
— —q¢ — Ll ==1L. 1.48
dt [ — g, " ] ot (1.48)
Wenn L zeitunabhéngig ist (Zeitverschiebungsinvarianz) dann ist die Grofie
oL
E = —q; — L 1.49

erhalten. Diese Gréfle nennt man Energie.
Sollte die Kinetische Energie eine quadratische Form beziiglich der gene-
ralisierten Geschwindigkeiten sein, d.h.,

1 o
lautet dann die Energie
oL
E = —q¢ —L=2T-L=T+U . 1.51
; aqj J ( )

Diese Situation erhalten wir wenn, z.B, die Zwangsbedingungen skleronom
sind. Dann gilt
f)rZ
] 1.52
-3 (152

weil gilt 2% = 0. Einsetzen von (1.50) in 7' = 3, ™5+ u "% ergibt eine quadratische
Form.

1.5 Das Hamilton-Prinzip

1.5.1 Funktionale

Beispiel: sei B ein Raum der Funktionen f(z),® — R. Es gibt verschiedene
Réume (integrierbare, glatte, .... Funktionen). Eine Abbildung F' : B — R
heifit Funktional. Z.B.

Flf(z)] = / dr () (1.53)



Ein Funktional ist stetig im ”Punkte” f(z) wenn zu jedem e > 0 existiert
0 > 0, sodass

Flf(z) + h(z)] = Ff(z)] <€ (1.54)

fir alle h(z) fir denen ||h|| < J. Fiir die Norm || ... || gibt es verschiedene
Definititionen. Z.B. ||h|| = [ dx h*.

Ein Funktional F' ist differenzierbar wenn existiert ein lineares (in h)
Funktional F} ,\[h(z)], sodass

F(f(z) + h(z)] = F[f ()] = Fj,[h(x)] + O(|[A]*) - (1.55)

1 1
Beispiel F' = [dx f*(x), F' = [dx2f(x)h(z). Die GroBe 0F = Fy,[h(v)]
0

0
heifit ”die erste Variation”.

1.5.2 Wirkung

Gegeben sei eine Bahnkurve ¢(f) mit Anfangszeit ¢; und Endzeit t5. Die
Wirkung ist wie folgt definiert

to

S = /dt L(q(t), 4(t), 1) . (1.56)

t1

1.5.3 Das Hamilton-Prinzip

Das Hamilton-Prinzip a.k.a. Prinzip der kleinsten Wirkung (préziser: Prin-
zip der extremalen Wirkung) besagt folgendes. Sei der Anfangspunkt ¢(t;)
und der Endpunkt ¢(¢2) der Bahnkurve sind gegeben. Dann bewegt sich das
System entlang einer Bahnkurve ¢(t) sodass die Wirkung minimal (extremal)
ist.

Matematisch bedeutet das, dass die erste Variation der Wirkung fiir dq(t)
mit 6q(t1) = dq(ta) = 0 verschwindet.



Wir erhalten

to to

58 = / dt L(q(t) + 8q(t), (1) + 64(t). £) — / at L(q(t). 4(t). 1

t1 t1
to to
oL oL oL d oL oL . |tz
= [ (SEog+Ssq) = [ (S-S5 ) oq+ 56
/(aq T 94 q) /(aq dtaq) T g%,

t1 t1
to

L  dIL
- / (a_q . %Fq) 5q . (1.57)

Wir wollen, dass die erste Variation verschwindet fiir beliebigen dq. Dann
muss die Euler-Lagrange-Gleichung erfiihlt werden.

1

Freiheit beziiglich der Wahl der Lagrange-Funktion

Man darf eine total Zeit-Ableitung zur Lagrange-Funktion addieren ohne die
Bewegungsgleichungen zu éndern. Definieren wir die neue Lagrange-Funktion
als

JERN JERN d —
LG q,t) = L(@.4,t) + - f(d,1) - (1.58)
Die neue Wirkung lautet

to to

S’=/dtL’=/dtL+[f(cf(t2),t2>—f(q“(tl),m] : (1.59)

t1 t1

Da 6q(t1) = dq(t2) = 0, stellen wir fest, dass von 4.5 = 0 folgt 65" = 0.
Man kann auch explizit beweisen, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen sich
nicht dndern.

1.6 Hamilton-Formalismus

1.6.1 Hamilton-Bewegungsgleichungen, Hamilton-Funktion

Wir fangen mit den Euler-Lagrange-Gleichungen an:

—=~——=0, (1.60)



und der Definition des kanonischen Impulses

oL .
=" —n(dat). 1.61

Wir 16sen die letzte Gleichung beziiglich cj’ auf (wir nehmen an, dass das
moglich ist):

G = 4;(P,q:t) - (1.62)
Wir bilden die Hamilton-Funktion mit Hilfe der Enegrie E(q, ¢, t):
H(p,q,t) = E(d, 40, d,1), 1) (1.63)
Explizit
H(p,q.t) =Y pdg;(5.4.t) — L(7. 45, 4, ), 1) . (1.64)
J

Mathematisch ist das die Legendre-Transformation von L(q) zu H(p). Wir
wollen zeigen, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen und die folgenden Hamilton-
Gleichungen #dquivalent sind:

. _oHd
q] - ap] 9
OH
= — 2L 1.
Beweis
O e 04 0L
o q;(P, g, 1) + Zpi@p- ~ o
j ; j j
. 04 0L 0q;
= ,q,t) + i — -
6;(P, G, t) ;p o, > 5% 9,
= . (1.66)
OH o4 OL oL 04
dq; ;pla%‘ dq; ; 0¢; 0q;
L
= oL _ (1.67)

——— = —p..
8qj J



Alternativer Bewelis

Wir betrachten das Differential von L als Funktion von ¢ und q_’

oL oL
dL = > g+ S dg,
— 04; ’ zj:@% !

= Y pidg; + > pjdg
j j
> pidg; +d (Z dej) = didp; - (1.68)
j j i

Das ergibt

d <ZP;’Q}' - L) =dH =) 4;dp; — Y pda; . (1.69)
J J J

Daraus folgen die Hamilton-Gleichungen. Das ist ein Beispiel der Legendre-
Transformation.

Energie-Erhaltung

. OH 0OH
Zapjp]vLZa Qi+ 5 = - (1.70)

Energie ist erhalten wenn die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit
abhéngt.

1.6.2 Beispiele der Legendre-Transformation

Massenpunkt im externen Potential

L(q,q) :mTq?_U(q) - H(q,p) :%"‘U(Q) (1.71)

Harmonischer Oscillator: U(q) = (1/2)mw?q>.
Bewegungsgleichung: ¢ + w?q = 0.
Energie:
2 2.2
p mw-q
E=H = —

E = const. bedeutet Ellipse im Phasenraum.

(1.72)



3D-Pendel

mi?

L(0.6,0,0) = — (92 + sin? 9gb2) —mglcos .

2
o =ml%0 | P = mi? sin® 9(;5 .
2

sin? 6

1 P
H(pg, pg,0,0) = 2 (pz—F ¢ ) +mglcosf .

Allgemeine quadratische Form

1 .

Pn = Z Tanm — Qm - Z(T_l)mnpn .

n

1

H = 9 Z(Tﬁl)nmpnpm +U(q) -

nm

Weitere Beispiele

1.6.3 Phasenraum

Der 2f-dimensionale Raum ¢, p. Dynamisches System:

i ()

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

In unserem Fall ¥ = (¢,p), oder z; = ¢; fir 1 < j < f und z; = p,;_y
fir f+1 < j < 2f. In unserem Fall F; = 0H/0z;p fir 1 < j < f und

Liouville-Theorem (Satz von Liouville)

Wir betrachten die Abbildung im Phasenraum 7 = #(t) — § = Z(t + dt),
wobel g; = z;(t + dt) = z; + F;(Z)dt. Wir betrachten ein Volumen-Element

., dessen Volumen lautet

I'(t) =/ d*z .

(1.80)



Zur Zeit t + dt wird das Volumen-Element in das andere Volumen-Element

1, abgebildet.
2f 2f o agz
I't+dt)y= [ d7g= | d det (1.81)
0 Qu al’J

g9

Wir erhalten

0g; OF; OF; 2
det (a%) det ( i 8xj> + dtTr ((%z'j) + O(dt”) (1.82)

In unserem fall

f 2p7 S 217
0°H 0°H
. 1.
(836]) * Opp Oy nz Opndzy (183)

Wir haben bewiesen, dass dI'/dt = 0.

Periodisches, Chaotisches, Ergodisches Verhalten (nur zur Infor-
mation)






Kapitel 2

Relativistische Mechanik

2.1 Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben die Dynamik des elektrischen Feldes
E(r,t) und des magnetischen Feldes B(7,t). Die M.-G. lauten

vV-E=" (2.1)

€0

. . OB

E+-— = 2.2
VxE+ - =0, (2.2)
V-B=0, (2.3)

= o OE -
V xB-— €005, = o] - (2.4)

Hier ist p(7,t) die Ladungsdichte und j(7,¢) ist die Stromdichte. ey und g
sind Naturkonstanten. Im stationdrem (zeitunabhingigen) Regime ergeben
die 1. und die 2. Gleichung die Elektrostatik, wobei die 3. und die 4. ergeben
die Magnetostatik.

Die 2. und die 3. M.-Gl. sind automatische erfithlt wenn man das Vektor-
Potential A und das Skalarpotential ¢ einfiihrt:

B=VxA. (2.5)

q _ 0A

E=-Vp—— . 2.
Vi =~ (2.6)

A und ¢ sind nicht eindeutlich definiert. Eine Eichtransformation AT =A+
VA und ¢ = ¢ — OA/0t ergibt die gleichen Felder E und B.
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Die Potentiale A und ¢ sind niitzlich, weil die Lagrange-Funktion eines
Teilchens mit Ladung ¢ im dufleren E.-M.-Feld ergibt sich als
_Q
muv X = —

Ubung: Euler-Lagrange-Gleichungen und Hamilton-Funktion, Lorentz-Kraft.

<y

L(r,

2.1.1 Elektromagnetische Wellen
Wir betrachten Vakuum mit p = 0 und ;': 0. Dann gilt

- OE
B = — 2.8
V x €ollo ot ( )
und ~
. 0B
E=——. 2.
V x 5 (2.9)
Wir erhalten
. - RG] S O°E
VX(VXE):—VXE:—E(VXB>:—EQMQW. (210)
Mit B L o L
V x (VxE)=V(VE) - (V)’E (2.11)
und .
VE =0 (2.12)
erhalten wir =
- ,= 1 0°E
2 —_———_—,——
(VE-5 55 (2.13)
_ 1 . . . . . .
WO €= s Das ist die Wellengleichung. Die Losungen sind
E = E; e vt (2.14)

wobei w = c|k|. Aus V - E folgt E; L k. Das bedeutet, dass jedem Wellen-
vektor k zwel moglichen transversalen Polarisationen von Ej entsprechen. Es
gibt keine longitudinale Wellen. Aus V xE = —%—]? folgt

—

B =B, eifret (2.15)

wobei ]§k = %lg X Ek D.h., auch das Magnetfeld ist dem Wellenvektor k
senkrecht ausgerichtet.



2.2 Spezielle Relativitetstheorie
Die Gesetze der Newton-Mechanik sind Galilei invariant. D.h., die Bewe-
gungsgleichungen bleiben unveréndert unter der Transformation vom Bezugs-
system K (x,t) zum Bezugssystem K’ (z/,t'):

t'=t , 2'=x—vt. (2.16)

7.B. die Bewegungsgleichungen im Bezugssystem K

0
JF

lauten im neunen Bezugssystem K’

> Vil —a)) . (2.18)

JFi

.
m;r; = —

0
ox,

Die Wellengleichung ist aber nicht Galilei-invariant. Wenn gilt

0? 1 0?
5~ ] S =0, (219
dann mit
0 0 ox' o ot 0
9: =0 0r T ovor a0 (2:20)
und
o 9 0r oo 0 9
9_00x 00 0 0 221
o oot Tovor or 'ow (2.21)
erhalten wir
2 1 /0 o \? .

Wir beobachten, dass die Wellengleichung sieht im Bezugsystem K’ an-
ders aus, als im Bezugssystem K. Der einfache Grund: wellen breiten in einer
Substanz aus. Z.B., die Schallwellen in der Luft. Im Bezugssystem K’ breiten
die Wellen links mit der Geschwindigkeit ¢ + v und rechts ¢ — v aus.



Abbildung 2.1: Zwei Bezugsysteme K und K’

2.2.1 Michelson-Morley Experiment
2.2.2 Einstein Postulate

1. Natur-Gesetze sind identisch in allen inertialen Bezugsystemen (Relati-
vitiit)

2. Lichtsgeschwindigkeit ist gleich in allen inertialen Bezugsystemen (kein
Ather) und unabhingig von der Geschwindigkeit der Quelle

2.2.3 Lorentz Transformationen
Einfache Herleitung

Wir definieren den Abstand zwischen zwei Ereignisse (ct1, 7)) und (ctq, 7s):
82 = 62(t1 — t2)2 — |7?1 — ’FQ|2 . (223)

Aus dem zweiten Postulat von Einstein folgt, dass wenn im Bezugsystem K
gilt s2 = 0 gilt s = 0 auch im Bezugsystem K’ (Fig. 2.1). Wir verallge-
meinern das zur Forderung, dass der Abstand unverédndert bleibt unter dem
Wechsel des Bezugsystems. Der Einfachheit halber Verschieben wir ein Er-
eignis zum Ursprung der beiden Bezugsysteme: ty = t, = 0, 7 = 7% = 0.
Dann gilt (mit (cty,71) — (ct,7) und (cty, 7)) — (ct’, 7))

s = (ct)> — | = 5% = (ct')* — |7)? . (2.24)

Wenn die relative Bewegung zwischen K und K’ in z-Richtung ist, ist es
natiirlich anzunehmen, dass die Koordinaten y und z nicht betroffen sind,



d.h., y =y, 2= 2" Dann gilt
(ct)> — 2 = (ct')? — 2 . (2.25)

Einfache Algebra ergibt

c '\ coshy —sinh~y ct
( x ) - < —sinhy  coshvy ) ( x ) (2.26)

wobei gilt
tanhy = 2. (2.27)
c
Das ergibt
— vt }— oz
TR und =2 (2.28)
2
- -z
Die invertierten Transformationen lauten
/ Y v+ vz’
P LSy S S S (2.29)
v2 v2
T2 )

Zeit-Dilatation Wir betrachten eine in K‘ ruhende Uhr im System K. Die
in K ruhende Uhr geht von K aus betrachtet langsamer:

ot
ot

- (2.30)

x’ 02
-2

Lingenkontraktion (Lorentz-Kontraktion) Ein Mafistab, der in K
ruht und in der Richtung der Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint
also in K verkiirzt. Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung unveréndert.

ox’' 1
% . — (2.31)
A =/ LN
r = 0$ 1- = A (2.32)




2.2.4 Minkowski-Raum: Nur fiir mathematisch inter-
essierten Studierenden

Mathematische Grundlagen. Wir erinnern an das Konzept des Vektor-

Raums V. Basis-Vektoren: e, mit pn = 1,..., N. Vektor: & = Zu a*e,. Ab-

kommen: > . ote, = at'e,. Die Koordinaten z* nennt man die kontravarian-

ten Koordinaten des Vektors Z.
Wir betrachten eine Basis-Wechsel

e, = e, A, . (2.33)

Hier driicken wir die alten Basis-Vektoren durch die neuen aus. Der Index v
ist ”verschoben” um zu zeigen, dass das der zweite Index der Matrix A ist.
Die entsprechende Koordinaten-Transformation lautet

't = A xV (2.34)

Die inverse Transformationen lauten

e, =e,\', und z'=A\'72", (2.35)
wobei gilt )
A" N =6, (2.36)
D.h., A=A""
Skalarprodukt definiert man durch eine bi-lineare Form:
(TY) = gua"y”, (2.37)

wobel ¢, = (e, e,) eine symmetrische Matrix ist. Diese Matrix ist metri-
sche Matrix genannt. Ublicherweise fordert man, dass die Matrix g €ine
positiv definite Matrix ist. Wir werden es nicht fordern. Unter Basis-Wechsel
transformiert sich die metrische Matrix wie folgt

G = (epe,) = (€ e%) Ao‘uAﬂV = g;ﬁ A%Aﬂy ) (2.38)

In der Matrixform lautet das g = AT¢’A.

Der duale Vektor-Raum V* - der Raum der linearen Formen auf V. Basis-
Vektoren e# € V* sind definiert durch (kénnen gewéhlt werden als) e(e,) =
o* . Hier e*(e,) bedeutet die Form e* ausgewertet auf Vektor e,. Allgemeine
Elemente des dualen Vektor-Raums: § = y,e*. Die Beziehung (Isomorfismus)



zwischen V und V* wird durch den Skalarprodukt definiert. Man sagt, dass
die Form y = y,e* dem Vektor § = y*e, entspricht wenn fiir beliebige ¥ gilt

y(@) = (JZ) = guy'z” . (2.39)
Wir erhalten
(J7) = §(7) = yua“e’(e,) = ya” . (2.40)
Wir sehen, dass gilt
Yy = guuyu . (241)

Die Koordinaten y, nennt man die kovarianten Koordinaten des Vektors /.
In der Umgangssprache sagt man, das die metrische Matrix g,,, den Index
heruntersetzt. Die inverse Relation lautet

v =9"y, (2.42)

wobei g = ¢71, d.h., §"“g,, = 6*,. Hiufig wird g* einfach g"” genannt. Die
Matrix g"” kann einen Index hochsetzen.
Basis-Wechsel im dualen Vektor-Raum.

el =e”B,} und €' =e"B}", (2.43)

v

wobei B = B~'. Entsprechend
x, = Bz, wund x, =B, 1, . (2.44)
Die Beziehung zum Basis-Wechsel im Raum V' ergibt sich durch

", = et(e,) = €°(ej) B,)A”, = B,"A°, . (2.45)

v

Das bedeutet, dass B = AT oder B,” = A”,.

Differentialoperatoren
0
0, = — 2.46
oxv ( )
Wir wollen uns iiberzeugen, dass 0, als kovariante Grofie unter Basis-Wechsel

sich verhalt:

5 0 _ 0w 0

_ 0
— = =A* — =B HF), . 24
v oz Ox'" OxH Y Oz /" On (2:47)



Lorentz Transformationen und Wellen-Gleichungen Die Wellen-Gleichung
kann wie folgt dargestellt werden

0"0,f = g"0,0,f =0, (2.48)
wobei p = 0,1,2,3 und

10 9
aoz—g und 31—8

C

i=1,23 (2.49)

i

Hier die metrische Matrix lautet

1 0 0 0
o =10 o
0O 0 0 -1

Lorentz-Transformationen sind die Basis-Wechsel-Transformationen die
die metrische Matrix erhalten bleiben lassen. Dann bleibt die Wellengleichung
invariant und die Lichtsgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem gleich.
D.h.,

g=A"¢dAN und ¢ =g. (2.51)

7.B, wenn nur ¢t und z sind betroffen wir erhalten

A B 00
C D 0O
A= 00 10 (2.52)
0 0 01
Dann aus (2.51) folgt
1 0 0 0 A C 00 1 0 0 0 A B 0O
0 -1 0 O | B D 0O 0 -1 0 O C D 0O
0o 0 -1 0 ] |0 010 0 0 -1 0 0 0 10
0o 0 0 -1 0 0 01 0 0 0 -1 0 0 01
(2.53)

und wir erhalten A = D = cothy und B = C' = —sinh~.



2.2.5 Minkowski-Raum: einfache Zusammenfassung

Die Ereignisse sind 4-Vektoren mit den kontravarianten Koordinaten: z* =
(ct,7), p=10,1,2,3], oder 2° = ct, #' = x, 2* = y, 23 = 2. Die kovarianten
Koordinaten des selben Vektors sind definiert als z, = Y 2" = g’ =
(ct,—7). Also zy = ct, 11 = —x, x9 = —y, v3 = —=z. Hier die metrische
Matrix ist definiert durch

1 0 0 0
G = g" = 8 _01 _01 8 (2.54)
0o 0 0 -1
Der Abstand ist dann gegeben durch
s? = .t = zor’ + xiat + mox? + 32 = gz’ . (2.55)
Gleichzeitig gilt
s = x,2t = gate’ = 2%° — 2'at — 2?2 — %P (2.56)
Analog definieren wir den 4-Vektor (kovarianten Komponenten)
und
o = 5% = <%%,—%,—§y,—%) = (%%—6) . (2.58)
Offensichtlich gilt
o =g"o, . (2.59)
Die Wellengleichung lautet
0"0,f =g¢"0,0,f =0 . (2.60)

Die Lorentz-Transformationen sind solche lineare Koordinaten-Transformationen
' = A x¥ | die die Wellengleichung unveréndert (invariant) bleiben lassen.
D.h., die Matrix ¢ bleibt invariant g = AT gA.



2.2.6 4-Vektoren in Elektrodynamik (nur zur Informa-
tion)
Die gesamt Elektrodynamik léasst sich durch 4-Vektoren sehr schén umzufor-

mulieren. Die wichtigsten 4-Vektoren sind 4-Stromdichte, d.h., Ladungsdichte
und Stromdichte

-,

j* = (ep, j) (2.61)
und 4-Potential, d.h. Skalar- und Vektor-Potential

—

Al = (f,A) . (2.62)
c
Die Kontinuitdtsgleichung (Erhaltung der Ladung) lautet dann einfach
0" =0 . (2.63)

Die Maxwell-Gleichungen (in der so genannten Lorentz-Eichung d, A" = 0)

lauten
0,0" A* = gt . (2.64)

2.3 Mechanik eines relativistischen Teilchens

Einstein erkannte, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die Lorentz-
Invarianz nicht auf die Elektrodynamik beschréankt ist, sondern allgemeine
Giiltigkeit in der Physik hat.

2.3.1 Wirkung und Lagrange-Funktion

Wir betrachten ein freies relativistisches Teilchen und postulieren die Wir-
kung

b b
S = —mc/ ds = —mcg/ dr . (2.65)
Wobei

ds = \/dzrdzx,, . (2.66)

Hier dr = ds/c ist die Eigenzeit, d.h., die Zeit im Bezugsystem wo das
Teilchen ruht. Wir haben

() = (ct,7(t) — () =— (2.67)



cdr = ds = \/datdzr, = \/(cdt)? — (Tdt)? , (2.68)

1)2
dr=diy[1 - . (2.69)

Fiir die Lagrange-Funktion erhalten wir

b 02
S= [ Ldt — L=-mc/1—— . (2.70)
a C2
2.3.2 Energie und Impuls
Der kanonische Impuls lautet
oL mu;
pi==— = — (2.71)
81%' 1 ch_j
oder ~
F=— (2.72)
Fiir die Energie erhalten wir
2 2 2
E=pi—-L=—2 tmf1-2 = 2C (2.73)
2 c2 2
_ 2 12

(2.74)

Wie erhalten die berithmte Ruheenergie mc? und die nichtrelativistische ki-
netische Energie mv?/2.

2.3.3 4-Impuls
Wir definieren den 4-Vektor

E —
p“ — <_’]5‘> = M = mu* , (2.75)



wobei der 4-Vektor u* die ” Weltgeschwindigkeit” heisst:

dr*  dxt dt 1

o = — = ———— (¢, 7). 2.76
R T (@) (2.76)

Wir erhalten

E2
Pou=—5 —p*=m?c. (2.77)
Oder

E? = m?c* + p? . (2.78)

Fiir Teilchen mit m = 0, z.B., Photonen, ergibt das
E=cp. (2.79)

2.3.4 Relativistische Dynamik im Potentialfeld

Wir fiithren die potentielle Energie U (7, t) ein. Die ist, natiirlich, nicht Lorentz-
Invariant. Die Lagrange-Funktion jetzt lautet

L=—-mc*\|1— @ —U(7t) . (2.80)

oL _mn 2.81
pi= (2.81)

Energie:

2
E=pi-L= mey /1 — e 2 Y LU . (2.82)

c2

Die Bewegungsgleichungen lauten genau wie in der nichtrelativistischen Me-

chanik . Cor oL .
pi @ _ _ .
@ don o om N (2.83)

aber )

dt dt \/1 \/1_ e (1- )

(2.84)




Energie-Erhaltung

iE + _iL _|_“"_8_L aL a_L—_
dt pv pv dt pv Py 8“T 81} ot
d d oUu  d oU oU oU
B = —(F-U)="— — =" = 22
de - kn dt( U) ot il ot ot o'

Die Grofie K7 ist die Leistung. Hier

mc

1 —

c2

Ekin -

d.h., Ey, enthélt die Ruheenergie. Zusammenfassend:

dp = d S
d]t? =K und EEkm = Kv.

Fiir 4-Impuls p* erhalten wir

dut  dp"*  dp* dt 1 d [ B, . 1
m— = —— — — = _— == —s
dr  dr dt dr _e2dt \ ¢’
wobei die Eigenzeit ist gegeben durch
2
dr = diy[1- = .
c

Die 4-Kraft kann wie folgt dargestellt werden
L=, om
Kt == <Ku,u K) ,
c

wobei u* = (u°, ).

OL

ot

ou

=== (2.85)

ot

ou

—

V=———=1=KU.

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.92)



Bewegung im konstanten Kraftfeld

—

K=(K00), 0=(00), vt=0=0. #t=0)=0, (2.93)

d mv

T =K. (2.94)
—v_ = =at , azg. (2.95)
v = a—tw . (2.96)
1+ 43
x(t) = /Ot dt'ﬁ = Ca—2 ( 1+ % — 1) . (2.97)

2.3.5 Addition von Geschwindigkeiten

Wir fithren 2 Lorentz-Transformationen nacheinander aus

coshy —sinhvy \ coshy; —sinhy coshy, —sinhy,
—sinhy  coshy /  \ —sinhvy;  coshy —sinhy,  coshvyy /)7

(2.98)
wobei gilt
Vv
tanhy = — , tanhy; = o , tanh e = ey (2.99)
c c c
Das ergibt v = v 4+ 72 und
V1 + Vg
V= : 2.100

c2



Kapitel 3

Quantenmechanik

Literatur:

Griffiths, David J. (2004). Introduction to Quantum Mechanics (2nd ed.).
Prentice Hall.

Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu, Franck Laloé: Quantenmechanik.
2. Auflage. De Gruyter, Berlin 1999

Franz Schwabl: Quantenmechanik Eine Einfithrung. 6. Auflage, Springer,
Berlin,Heidelberg,New York 2002

3.1 Motivation

Quantenmechanik wurde um 1925 von mehreren Wissenschaftlern entwickelt.
U.a., W. Heisenberg, E. Schrédinger, M. Born, P. Jordan, W. Pauli, P. Dirac,
J. von Neumann ....

Alte Quantentheorien:

1) 1900 - Strahlungsgesetzt von Max Planck. Planck konnte das Strah-
lungsspektrum der schwarzen Korper nur mit Hilfe der Hypothese erkléren,
dass die Energie der elektro-magnetischen Wellen gequantelt ist. Das Energie-
Quantum lautet £ = hv = hw. Hier h = h/(27) ~ 1.054 x 10734 J s.

2) 1905 - Photoeffekt, A. Einstein. Bei Bestrahlung mit kurzwelligem
Licht werden aus der Oberfliache eines Metalls Elektronen herausgelost. Die
kinetische Energie eines Elektrons hingt von der Frequenz des Lichtes aber
nicht von der Intensitit ab. Ey;, = hw — W, wobei W die Austrittsarbeit ist.

3) Atommodel von Niels Bohr, 1913. Elektronen befinden sich in diskreten
stationdren Zustinden mit Energien E,. Uberginge zwischen den Zustinden
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durch Ausstrahlung F,, — E,, = hw.
4) de Broglie (1923) p = hk. Z.B., fur Photonen aus F = hw = ¢p und
w = ck folgt p = hk. Wellen der Materie. Interferenz.

3.2 Zustinde in Quantenmechanik

3.2.1 Hilbert-Raum

In der klassischen Mechanik der Zustand des Systems ist ein Punkt im
Phasenraum. Z.B., fiir ein Teilchen kennen wir den Zustand wenn wir den
Ortsvektor 7 und den Impuls p kennen. In der Quantenmechanik liegen die
Zustande im Hilbertraum (nach David Hilbert genannt).

Definition: Hilbertraum ist ein (vollstindiger) Vektorraum mit Ska-
larprodukt. (Skalarprodukt definiert die Norm eines Vektors und folglich
Konvergenz. Die Vollstindigkeit bedeutet, dass jede Cauchy-Folge konver-
giert (zu einem Element des Raums).)

Skalarprodukt: In der Quantenmechanik werden (ausschliefllich) komple-
xe Hilbertrdume benutzt (Vektorraum iiber C). Der Skalarprodukt in einem
komplexen Hilbertraum hat die folgenden Eigenschaften: Skalarprodukt ist
linear beziiglich des zweiten und semilinear beziiglich des ersten Arguments:

(9lau+ Bv) = a(g|u) + B (g|v)
(au+ pul g) = a* (u|g) + " (v]g) , (3.1)

wobei u,v, g die Vektoren des Hilbertraums sind und «, 3 € C. Motiviert
durch Skalarprodukt-Bezeichnung (u|v) definiert man die ket-Vektoren |v)
und die bra-Vektoren (ul.

Superposition-Prinzip: Wenn |u) und |v) zwei physikalischen Zustédnde
sind, ist auch |g) = a|u) + f|v) ein physikalischer Zustand.

Basis: Mit Hilfe von Basisvektoren |n) konnen alle Vektoren des Hilber-
traums zerlegt werden:

) => coln) (3.2)

n



Weiteres es ist sehr bequem eine orthonormierte Basis zu wihlen, d.h., (m|n) =
Om.n- Es ist auch nicht schlecht wenn die Vektoren |n) eine klare physikalische
Bedeutung haben. Z.B., verschiedene Positionen eines Teilchens.

Normierung, Wahrscheinlichkeiten, globale Phase: Alle physikali-
schen Zusténde sind normiert, d.h., (u|u) = 1. Mit der Zerlegung (3.2) be-

deutet das
(ulu) =Y e, (mln) =) |e)*=1. (3.3)

Das ergibt die Interpretation der Normierung: |c,|* sind die Wahrschein-
lichkeiten das System im Zustand |n) zu finden. Normierung bedeutet, dass
Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist 1. Dariiber hinaus der Zustand ist un-
verdndert durch Multiplikation mit einer Phase. D.h., der Vektor e |u) stellt
den gleichen physikalischen Zustand wie |u) dar.

3.2.2 Einfachster Hilbertraum: Quantenbit oder Spin
1/2 oder Zwei-Niveau-System

Die Basis besteht nur aus zwei Zustédnden: |0) = |1) und [1) = |]). Ein
beliebiger Zustand kann wie folgt zerlegt werden:

lu) = 1) + B (3.4)

wobei |a]? + |3|> = 1. Da die globale Phase unwichtig ist kénnen wir einen
beliebigen Zustand durch zwei reelle Parameter (Winkeln) parametrisieren:

Qa = Ccos <g> . B =¢e%sin (g) : (3.5)

wobei 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27].

Also klassisch kann ein Bit nur zwei Zusténde haben, d.h., 0 und 1. Quan-
tenmechanisch haben wir ein Kontinuum der Zusténde parametrisiert durch
6 und ¢. Jedoch, es gibt nur zwei linear-unabhéngige Basiszustéinde, |0) und
[1). D.h., der Hilbertraum ist zweidimensional.

3.2.3 Ein Teilchen in 1-D

Analog zum Quantenbit betrachten wir jetzt die, zunéchst diskrete, Men-
ge der Positionen eines Teilchens x,,. Zu diesen Positionen ordnen wir eine



orthonormale Basis zu: |z,), d.h., (| ;) = dmn. Ein beliebiger Zustand
lautet:

) =D (@) |za) - (3.6)
Das Skalarprodukt zwischen den zwei Zustédnden |¢) und |¢) lautet
(Gl vy = " (wa)th(wn) - (3.7)
Die Normierung-Bedingung lautet

(Y[ v) =D e (@a)t(@a) = Y [(za))* =1 (3.8)

Wir verallgemeinern jetzt fiir den Fall wo x,, zu einer kontinuierliche Koordi-
nate z wird. Dann wird der Zustand |¢) durch die Wellenfunktion dargestellt,
d.h., ¥(z,) = ¥(x). Die Normierung-Bedingung lautet jetzt

(9] ) = / dr (@) = 1. (3.9)
Das Skalarprodukt lautet
() = / 4z ¢ ()(z) (3.10)

Dieser Hilbertraum heifit L? - der Raum von Quadrat-Integrierbaren Funk-
tionen.

Die Interpretation : |1)(z)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Teil-
chen im Ort z zu sein.

3.3 Die Observable

In der klassischen Physik die Observable, d.h., die messbaren Gréfien sind,
z.B., der Ort 7, der Impuls p, die Energie £ = H(7,p) u.s.w. In der Quan-
tenmechanik die Observable sind (Hermitische) lineare Operatoren.



Beispiel: Ortsoperator: Wir definieren den Operator Z sodass, |¢) =
Z [1) bedeutet ¢(x) = z)(x). Im diskreten Fall bedeutet das

=S ) ) (3.11)

= watp(wn) ) - (3.12)

Wenn der Zustand [¢) normiert ist, ist der Vektor & [¢) nicht unbedingt
normiert. Untersuchen wir das Matrixelement

Wlile) = [ dealif@)l .13

Es ist klar, dass (1| |¢)) der Erwartungswert von z ist, weil |¢(z)|? die
Wabhrscheinlichkeitsdichte ist das Teilchen im Ort z zu finden.

Matrix-Elemente: Operator A wirkend auf Zustand |u) ergibt den Zu-
stand |v):
vy = Alu) . (3.14)

Jeder Zustand ldsst eine Zerlegung in der Basis |n) zu

=D aln) =" In) (nu) . (3.15)
Beweis: (n|u) = (n| Y2, tm|m) =3 tm (n|m) =3 Unbpm = uy,. Dar-

aus folgt auch die Vollstéindigkeit-Relation S |n) (n| = 1 (Elnheitsopera—
tor). Dann gilt

) = Alu) = AZ|m (m| u) (3.16)

und
(n|v) = (n| Alu) = (n| A|m) (m|u) , (3.17)

oder

= Auiti (3.18)

wobei A,,,, = (n| A|m) sind die Matrixemenete des Operators A. Also jeder
Operator ist definiert durch seine Matrix A,,, in der Basis |n).



Hermitisch konjugierter Operator: Der zu A Hermitisch konjugierte
Operator A' ist definiert durch die Relation die fiir beliebige Zustiinde [¢)
und |¢) gelten muss:

(Aol v) = (0] Ap) . (3.19)

Fiir die Matrixelemente bedeutet das
(m| An) = (m| An) = { A'm|n) = (n| ATm>* = (n| ATIm)* . (3.20)

Wir erhalten also (AT)mn = (Aun)". D.h., Hermitische Konjugation ist dquivalent
der Transposition zusammen mit der komplexen Konjugation.

Selbstkonjugierte (Hermitische) Operatoren FEin Operator heifit Her-
mitisch (nach Charles Hermite) wenn gilt AT = A. Fiir die Matrixelemente
bedeutet das

A=A . (3.21)
Zum Beispiel der Ortsoperator ist Hermitisch. Beweis:
(6l0) = [ do6'(@) (o) (3.22)
und
(0l v) = [ de (@ o(a)) (o) (3.23)

Da z reell ist gilt (¢|2¢) = (#¢| ). Noch ein Beispiel: der Operator k =
—10/0z. Wir erhalten

<¢|l§:¢> - /da:(b*(a:) (—i 822_5;6)) , (3.24)

<12;¢‘ 1/;> - /d:c (—i aqg(;))* W(x) . (3.25)
Wir benutzen sie partielle Integration
/ dz (—i a‘gf)y b(z) = / dz i (%gg(f)) ()
:¢¢*(x)¢(x)(f:+ / de 6" (2) (4%) . (3.26)

Der erste Term verschwindet, da die Funktionen ¢(z) und ¢ (z) integrierbar
sein miissen (gehéren dem L?), d.h., sie miissen auf z — oo verschwinden.

Also wir haben bewiesen, dass <gz§| l%@/)> = <l%gz5‘ ¢>.

und




Eigenzustinde Eigenzustand |v) eines Operators A ist definiert durch
Alv) =alv) , (3.27)

wobei a € C der Eigenwert ist. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass
die reellen symmetrischen Matrizen eine vollstdndige Basis von Eigenvekto-
ren besitzen. Genauso die Hermitische Operatoren besitzen eine vollsténdige
Basis von Eigenvektoren. Das wird hier nicht bewiesen. Die Eigenwerte der
Hermitischen Operatoren sind reell. Beweis:

(v| Alv) = (v| Av) = (v]av) = a . (3.28)
Anderseits, da AT = A gilt
(v| Alv) = (Av|v) = (av|v) = a* . (3.29)

Also a = a*. Zwei Eigenvektoren eines Hermitischen Operators mit unter-
schiedlichen Eigenwerten sind orthogonal. Beweis: wir haben A |n) = a,, |n),
und A |m) = a,, |m), und a,, # a,,.

(n| Alm) = (n| Am) = a,, (n|m) . (3.30)

Anderseits

(n| Alm) = (An|m) = a, (n|m) . (3.31)

Da a,, # a,, erhalten wir (n|m) = 0.

3.3.1 Der Impuls-Operator

Der Impuls-Operator lautet

p= —ma% . (3.32)

Motivation: fiir eine ebene Welle 1)(z) = €™** (das in nicht Integrierbar !) gilt
pY(x) = hky(z) (3.33)

und nach de Broglie gilt p = hk. Als wir schon gezeigt haben, ist der Operator
p Hermitisch.



3.4 Schroédinger-Gleichung

In der Quantenmechanik entwickeln sich die Zustédnde in der Zeit gemafl der
Schrodinger-Gleichung

.0 ~
i ) = H1v) | (3.34)

wobei H der Hamilton-Operator (a.k.a. Hamilton) ist. Fiir ein Teilchen in
1-D lautet der Hamilton-Operator

~2 2 2
g D Lo .
H= ot V(i)=—o o + V(). (3.35)

Die Schrodinger-Gleichung dann lautet

OVt B 5

ot 5 g TV (@)Y(t). (3.36)

3.4.1 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Wir wollen zeigen, dass die Norm des Zustandes konstant bleibt. D.h., wenn
zur t = 0 gilt

[astoenp =1, (3.31)
dann gilt das auch fiir alle spateren Zeiten ¢ > 0. Wir erhalten
2 /dxw(x,m _ /dx {w 2+l (3.38)
Aus der Schrodinger-Gleichung folgt
oy 1 R? 0%
9 " ih |:—% F) + Vi (3.39)

und

ot~ ih| 2m 022

(Die potentielle Energie V' (z) ist natiirlich reell). Dann erhalten wir

N L N

o _ _1 [ i @+v¢*} . (3.40)




Die letzte Gleichung ergibt sich durch gedoppelte partielle Integration. Jetzt
untersuchen wir die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte:

9 juf? = { G0 0w w} 0 [ {w a—d’—aw*wH C (342)

0x? 0x? Oz ox

Wir fithren ein die WahrsChelnlichkeitsdichte p = |¢|* und die Wahrscheinlichkeits-
Stromdichte j = 2ml {@D* 38%1/1}. Dann die Gleichung (3.42) ist die Kon-
tinuitéatsgleichung:
9p , 95
—+ == 3.43
ot * Ox (3:43)

3.4.2 3-D Teilchen

Die Verallgemeinerung von 1-D auf 3-D ist ganz direkt. Es gibt drei Koordi-
naten 7 = (ry, rg,r3) und drei Impulse p'= (p1, p2, p3), wobei

; = ih . 3.44
pi = il - (3.44)
Der Hamilton-Operator lautet
y P
H=-— ) . 4
5 + V(7) (3.45)
Die Schrodinger-Gleichung lautet
L OY(T, t) h .
wobei 5 9 9
V= (-2, 2. 3.47
(87”17 87“27 8T3> ( )
Die Kontinuitatsgleichung lautet
Jdp = -
i 1 =0 3.48
5 TV =0, (3.48)
wobei "
j= g v (Vo) = (Vo) v} - (3.49)



3.4.3 Stationire Zustiande

Eine besondere Rolle in der Quantenmechanik wird von Eigenzusténden des
Hamilton-Operators gespielt. Der Hamilton entspricht der Observable Ener-
gie und muss Hermitisch sein. Es existiert eine vollstédndige Basis des Hilber-
traums die aus allen Eigenvektoren von H besteht.

Hn) =E,|n) . (3.50)

Die reelle Figenewerte FE, heiflen Eigenenergien. Die Zeitentwicklung von
einem Eigenzustand ist sehr einfach. Der Zustand

() = exp (=2 ) ) (351

stellt eine Losung der Schrodinger-Gleichung dar. Beweis:

0 B,
gy o) = e (<2 Bul)

— o (—ii"t)mn) — Hb() . (3.52)

Also der Zustand ist stationér, da die globale Phase exp (—’ET”"/) den physi-

kalischen Zustand nicht andert.

3.5 Impuls-Darstellung einer Wellenfunktion

Wir betrachten die Fourier-Transformation einer Wellenfunktion (z).

vle) = [ 35 3(p) e (3.53)
oder mit p = hk
wie) = [ S oty et (359

wobei g(k) = g(hk). Die inverse Fourier-Transformation lautet

g(k) = /d:v Y(z) e ™ (3.55)



Normierung ergibt:
dk
[asto@p = [ g (3.56)

Untersuchen wir den Erwartungswert von p (oder k = p/h = —id,).
W) = [ deote) (-ihd,) v()
_ dkl * —ikix (- de ikox
= /daz /Eg (k1)e (—ihd,) / o g(ka)e

dk, dk ,
=[x [ G gl b
dk dp .
LG e (3.57)

Hier haben wir die Delta-Funktion benutz die der folgenden Relation geniigt:

/dx e = 2md(q) . (3.58)

Also, man kann g¢(p) (genauer g(p)) als Wellenfunktion in p-Darstellung be-
trachten.

Delta-Funktion Delta-Funktion ist der Limes einer sehr scharfen Glocke
deren Integral eins ist. Die Haupteigenschaften:

/dq 5g)=1. (3.59)

Fiir eine stetige Funktion f(q) (Probe-Funktion) gilt
[ dasta - as@ = f(a) (3:60)

3.5.1 Unschirfe-Relation

Gauss-Verteilung Wir untersuchen eine besondere Wellenfunktion

W(x) = Netkor g=(z=20) /4> (3.61)



Die Normierung-Konstante N bestimmt man aus der Normierung-Bedingung

/da: lp()>=1. (3.62)

Das ergibt
N? /dme v=w0* /20— N2\/orh?2 =1 | (3.63)

Also es gilt
N = (2nb?)~V4 . (3.64)

Fiir den Erwartungswert (x) = (¢0| x [¢)) erhalten wir

(x) = (W] ) = N* / da p em (T = AP / dy (y+z)e ™ /" . (3.65)

Der erster Term verschwindet wegen Symmetrie, wobei der zweite ergibt
einfach (| z [¢)) = x¢. Jetzt untersuchen wir die Variation

(Az)? = ([z — (2)]”) = (2®) — (2)* . (3.66)
Wir erhalten

(Az)? :./\/Z/dx (z — xg)? e~ (@20 /20 ./\/‘2/alyy2 Y/ 2 (3.67)

Also b is die Breite der Verteilung. Wie sieht dieser Zustand in der p-Darstellung
aus? Wir erhalten

g(k) = /dxw(x)eik’” :/\/’/dx oI —ith—ko)e

_ Ne—i(k—ko)aco/dl,e WT:%e—z(k—ko)(a:—xo)

_ Nemit—to)e / dy e~ ¢=itk—koly

_ (yH2i(k—kg)b?)?

2

_ Ne—i(k—ko).ro 6—52(k—k0)2 /dz e_:?

— Ne—i(k—ko)ro —bZ(k—k:o 22bﬁ
= Nje koo o=b(k=ko)® (3.68)



wobei die neue Normierung-Konstante lautet A}, = (87b%)'/%. Wir sehen,
dass die Wellenfunktion in der p-Darstellung ist wieder eine Gaufglocke.
Wir haben schon die Erfahrung gesammelt mit den Gauf-Verteilungen. Wir

schreiben um wie
(k—kq)?

g(k,) — Nk e—i(k_ko)JCO e~ a2 , (369)
wobei ¢? = 1/(4b?). Das ergibt
(5} = h{k) = hky (3.70)
und
h2

(Ap)? = K2(AK)? = B2 = (3.71)

4
Wir haben jetzt ein sehr wichtiges Ergebnis erhalten: fiir die Gauf3-Wellenfunktion
gilt
h
AxAp = 3 (3.72)
Algebraischer Beweis Wir betrachten zwei Hermitische Operatoren A

und B und den Zustand [¢). Die Erwartungswerte von A und B im Zustand
|1} sind gegeben als

A= AlY) . B=|Bl) . (3.73)
Wir definieren
ja) = (A= A)[¥) (3.74)
und
b) = (B—B) ) . (3.75)
Dann gilt
(ala) = (Y| (A= A)* [¥) = o} (3.76)
und
(bb) = (W[ (B = B)* |ip) = 0 . (3.77)

Wir benutzen die bekannte Ungleichung von Schwarz

(ala) (b]b) > [{alb)|* . (3.78)



Das Skalarprodukt z = (a|b) ist eine komplexe Zahl. Dann gilt

2[* = (Re(2))* + (Im(2))* > (Im(2))"

_ (Z;ZZ)2 (3.79)

Also ,
(ala) (b]b) > (—<a|b> 2_2 <b|a>) ; (3.80)
oder AB - BA
hop > (W =)’ (3.81)
Fir A =z und B = p erhalten wir
(Zp—pz) |) == —ihﬁ Y — —z'h2 x = ihy (3.82)
rp — px = O o7 = . .
Also
[z,p] = xp — pxr =ih . (3.83)
Schliefllich .
OOy > 7 (3.84)

3.6 Wellenpakete

Wir betrachten ein freies Teilchen, das zur t = 0 im Zustand

dk ,
= [ = g(k)e™ 3.85
wie) = [ 5 obe (3.85)
vorbereitet wurde. Der Hamilton-Operator des Teilchens lautet
2
=2 (3.86)
2m

Za einer spéateren Zeit t > 0 ergibt sich, dann, der Zustand

dk

(1) = / T glh) et (3.87)



wobel ) -
ho(k) = 2= = K

2m 2m

(3.88)

Hier kann man die ebene Welle e*** als (nicht normierbarer) Eigenzustand
des Hamilton-Operators betrachten mit der Eigenenergie

By, = hw(k) . (3.89)

Gruppengeschwindigkeit Wir nehmen an, dass g(k) um kg konzentriert
ist. Diese Situation heifit Wellenpaket, da wir ein Paket von ebenen Wellen
haben. Dann gilt (fiir relevante k)

ow(k
w(k) =~ w(ky) + wik) (k—Fko)+ ... (3.90)
Ok ko
und
dk . . . Ow(k
U(z,t) =~ / or g(k) exp {zkox +i(k — ko)x — iw(ko)t — za—g{;) N (k — kg)t}
— dk , ow(k)
_ tkox—iw(ko)t o _ _
e /27r g(k) exp {z(l{; ko) (x 9 i, t)} . (3.91)
Wir sehen, dass das Wellenpaket sich mit der Geschwindigkeit
Ow(k)
= .92
vy o e (3.92)
bewegt. Diese Geschwindigkeit heifit die Gruppengeschwindigkeit.
Dispersion Betrachten wir den néchsten Glied in der Entwicklung
Ow(k) 1 9*w(k) 9
k) =~ k —| (k—k ——— (k—Fk e
w(k) = wiko) + 52| (k= ko) + 5 T (k= ko)
= W(ko) -+ Ug(/{ — /{Io) + a(k — ko)z + ... (393)

Was ist die Rolle der Grofle a? Um das zu verstehen betrachten wir das
Gaufl’sche Beispiel

g(k) = Nye V' 0—ho)* (3.94)



Das ergibt
w(x’ t) ~ Nkeikowfiw(kg)t / ;Z_k €7b2 (k—Fko)? e{i(k*ko)(‘f*vg t)} eia(kka)Qt
s

_ Nkeikoxfiw(ko)t /% e—(b2—iat)(k—ko)2 pilk—ko)(t) (3.95)
2 ’
wobei Z(t) = x — v,t. Wir "vollstédndigen das Quadrat” mit ¢ = k — ko:

5/,2

_(B —iat)® + iqi = —(0” —iat) (q— —— " - . (3.96
(" ~dat)q” +igk = ~(b" ~ dat) (q 2 —dat)) A —qar) )
Mit 0
1x(t
=¢g—- ——7 3.97
T ) (3.97)
ergibt sich
ikoz—iw(ko)t dz —(b2—iat)z? —
P(x,t) = | Ne 5 € e 4b7—iat) (3.98)
s
Wir erhalten wieder eine Gau-Glocke mit
a2 | ‘72(@)
[(x,)]? oc |[e 12— | =e ) (3.99)
Also die neue Varianz ist gegeben durch
2t2
(Az)? = b? + “b—2 , (3.100)
wobei die Impuls-Varianz bleibt unveréndert
. I
Wir erhalten
) , h a’t?
Wir beobachten, das das Wellenpaket zerflieit. Das heif3t Dispersion. Fiir die
1 2w(k)

verantwortlich. Das Licht im Vakuum

Dispersion ist die Grofie a = 5=
mit w = ck hat keine Dispersion.



3.7 Streuzustinde und gebundene Zustinde

Wir betrachten jetzt Teilchen in externem Potential V(7). in 1-D ist der
Hamilton-Operator gegeben durch

2
p
H=-— 1
o + V(x) (3.103)
und die Schrédinger-Gleichung lautet

I )

ih 55— o .2 + V(x)(z,t) . (3.104)
Wir suchen nach den stationdren Zustanden, sodass
bz, t) = (x)e " . (3.105)
Dann muss gelten
n? 9*yY(x)
- =F . 1
2 V(@) = By() (3106)
oder
H|p) = Efy) (3.107)

Die einfachste Situation tritt dann auf, wenn das Potential stiickweise kon-
stant ist. D.h. V(z) = Vj fir a1 <z < 9, V(z) = Vs fiir 25 < 2 < x5 usw.
Dann, in jedem Intervall muss die folgende Gleichung gelost werden

B ()
— =(F - : 1
S = (B V() (3.108)
Die Losungen sind offensichtlich wieder die ebenen Wellen e?** mit
2m(E —V,)
k=+ — 7 (3.109)

Fir £ > V,, ergeben sich zwei reelle Wellenvektoren & (Wellennummer).
Sonst, fiir £ < V,,, sind die Wellenvektoren £ rein imaginér.

3.7.1 Randbedingungen

Wir brauchen Randbedingungen fiir jeden Punkt z,, wo das Potential springt.
Die Randbedingungen sind einfach: ¢(x) und 0y (z)/0x miissen stetig sein.
Das folgt aus der Tatsache, dass die Schrédinger-Gleichung der zweiten Ord-
nung in der z-Ableitung ist. Wenn 9¢(x)/dz stetig ist, dann darf 9%y (z)/0x?
hochstens einen Sprung haben. Das ist genau was gebraucht wird in den
Grenzpunkten zwischen den Intervallen.
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Abbildung 3.1: Barriere

3.7.2 Streuzustinde

In diesem Fall ergeben sich ebene Wellen fiir # — oo und/oder z — —oc.
Solche Zusténde sind nicht normierbar. Wir brauchen eine alternative Inter-
pretation. Hier hilft uns die Strom-Dichte

j:i{ Ov a¢*¢} . (3.110)

~ 2mi or  Or

Fiir die ebene Welle mit Amplitude eins 1) = e** bekommen wir

bk

J Uy - (3.111)

m
Man redet dann von einem Fluss von Teilchen mit Dichte p = [¢)]* = 1 und
Stromdichte j = pv, = v,. Die Frage ist dann welchen Anteil des Flusses
wird nach vorne oder zuriick gestreut.

3.7.3 Barriere

Ein gutes Beispiel ist die Streuung auf einer rechteckige Barriere (Fig. 3.1).
Die potentielle Energie lautet V(z) = 0 fir 2 < 0 (Bereich I) und > a
(Bereich III), und V(z) = V; fiir 0 < = < a (Bereich II). Wir suchen nach
Losungen mit £ > 0. Dann der Wellenvektor in Bereichen I und III ist
gegeben durch

2mkE

h2

ky = ks = . (3.112)



Wir nehmen hier die positive Wurzel. Die negative Wurzel wird dann explizit
beriicksichtigt. Im Bereich IT gilt

ko = W . (3.113)

Fir £ > Vj ist kg reell. Fiir 0 < E < Vj ist ko rein imagindr. Wir suchen
nach einer Losung die im Bereich I wie folgt aussieht

Yr(z) = e®® 4 peh1r (3.114)

wobei r der Reflexion-Koeffizient ist. So eine Losung entspricht der Situation
wo eine ebene Welle der Amplitude eis von der linken Seite auf die Barriere
geschickt wird. Die reflektierte Welle hat, dann, die Amplitude r. Im Bereich
111 erwarten wir

Y (x) = tetks@=a) (3.115)

Das entspricht dem Teil der Welle der transmittiert wurde. Letztendlich im
Bereich II gilt ‘ A
Yrr(x) = Ae*?® 4 Beiker | (3.116)

Unseres Ziel ist » und ¢ zu Bestimmen. Die Randbedingungen ergeben fol-
gendes. Aus ¥;(0) = ¢77(0) folgt

l+r=A+B. (3.117)
Aus ¢7(0) = ¢7,(0) folgt
k(1= 1) = ko(A— B) . (3.118)
Aus ¢yr(a) = Yrr(a) folgt
Aek20 | Bemik2a — ¢ (3.119)
Aus ¥, (a) = Y7, (a) folgt
ko(Ae™2® — Be™#20) = kat = kit . (3.120)

Aus den ersten zwei Randbedingungen (3.117,3.118) erhalten wir

ali+®) ypl1-f)_o (3.121)
oy oy



Aus den letzten zwei Randbedingungen (3.119,3.120) erhalten wir

te—ikza kl teikza kl
A= 14+ 2 B = 1— = 3.122
2 ( " k‘2> ’ 2 ( kz) ’ ( )
und L "
B = Ag2kea2 1 3.123
‘ ko + Ky ( )
Dann, aus (3.121) und (3.123) erhalten wir
ko I T ko
Al1+ = Ae¥hkea 22 (1 2 =92, 3.124
<+k1>+ ¢ k2+k1< kl) (8-124)
oo (k1 — ko)?
Alky + k —AQZ’”“(—:% . 3.125
( 1 2) € k1 + ko 1 ( )
Alky + kg)? — Ae®™ 29 (k) — ky)? = 2k (ky + ks) . (3.126)
2k1 (k1 + ko)
A= : . 3.127
(k1 + ko)? — e2ik2a (ky — ky)? (3.127)
; kg 4k1]€2€ik2a
t = 2A eth2a = : . 3.128
€ (]{31 + k?Q) (k)l + k2)2 — e2ikza (/{31 — ]{?2)2 ( )
2k k
t 2 (3.129)

" 2kik cos(kqa) — i(k? + k3) sin(kea)
Fiir E > Vj (kg reell) ergibt sich

_ _ . (3130
4K2k2 + (k% — k2)2sin®(kea)  4E(E — V) + V@ sin®(kqa) ( )
Fir B < Vg (kg = ik) ergibt sich
2,2 _
1t i AB(Vo — B) . (3.131)

B 4k2K2 + (k2 + K2)2 sinh?(ka) - 4B(Vy — E) + V2 sinh®(ka)

Tief im Tunnel-Regime £ < V), wenn gilt ka > 1 (d.h. die Breite der Barriere
ist groff genug), ergibt sich die exponentiell kleine Tunnel-Wahrscheinlichkeit

E(%_E) —2ka
%] ~ V—OZG 2ra (3.132)
wobei
om(Vy — E
g V2= E) (3.133)




3.7.4 Gebundene Zustiande
Ubung

3.8 Harmonischer Oszillator

Der Hamilton-Operator lautet

P mwc?

H=-—
2m+ 2

(3.134)

Wir suchen nach Eigenzusténde. Probieren wir zunéchst die Gauf-Funktion

22

Y(z) = Ne w2 | (3.135)

wobei N = (27b%)~/4 und b noch zu bestimmen ist. Es ergibt sich

h? mw?ax? h d x mw?z?
H — o " - _ = _
¥ 2m¢ + 2 v 2m dx ( 2b2 ) 2 v
R 1 h? x 12 mw?ax?
= T = | = ) 1
om 202V om [2b2} vt (3.136)

Wenn die zwei letzen Terme verschwinden, erhalten wir einen Eigenzustand.

Also 2 "
= mw? = — 3.137
4mb mw - 2mw ( )

und die Eigenenergie lautet

h? 1 hw
- = 3.138
2m 2b? 2 ( )
Wir werden spéter zeigen, dass das der Grundzustand ist, d.h., der Zustand
mit niedrigster Eigenenergie. In diesem Zustand () = 0 und (Az)* = b? =

52— Wir nennen diesen Zustand [0). Also

mw\ 1/4 mw?
|0>:(%) eXp{— = } (3.139)

H0) = % 0y . (3.140)




Algebraische Losung Wir definieren

a= T+ 3.141
2h e ( )
P fmw 1
a' = T — 3.142
2h Shmew ( )
Wir berechnen
p_ W o 1 2, L B 14
aa' = = 7o T o (e —ap) (3.143)
und )
f,_ MW o 2 _ Yy 3.144
ST i ohmw? ~ 2h (pz —ap) - (3.144)
Also, wir erhalten
1
H =5 hw (a’a+ ad®) | (3.145)
und .
aa’ —ala = % (pr —ap)=1. (3.146)
SchlieBlich gilt
1
H = hw (aTa + 5) : (3.147)
Wir nennen den Operator N = a'a. Aus (3.140) folgt N |0) = 0. Wir erhalten
[N,a'] = a'aa’ — a'a’a = a' | (3.148)
und
[N,a] = a'aa — aa’a = —a . (3.149)

Operator N ist ein Hermetischer Operator und soll eine vollstindige Basis der
Eigenzustinde haben. Wir fangen an mit dem Zustand a' |0). Wir erhalten

Na'|0) = (a" +a'N)|0) = a' |0) . (3.150)

Also, a' |0) ist ein Eigenzustand des Operators N mit dem Eigenwert 1. Seine
Norm erhalten wir aus

{a'0]a'0) = (0] aa’ [0) = (0] (1 + N)[0) = 1. (3.151)



Wir nennen
1) =a'0) . (3.152)

Fiir den Zustand gilt

Ny =11 H|1):¥|1). (3.153)

Analog untersuchen wir den Zustand a' |1). Wir erhalten
Na'|1) = (a' + a'N) 1) = 24" 1) . (3.154)
Wir normieren
(a'l]a'1) = (1]aa’ 1) = 1|1+ N)[1) =2. (3.155)
Also der normierte Zustand lautet

1
|2>:EaT|1> oder a'[1) =+v2]2) . (3.156)

Es ist klar, dass es sich eine Reihe der Zusténde |n) ergibt, sodass N |[n) =
n|n). Durch das Normieren bekommen wir

(a'n|a'n) = (n|aa’ [n) = (n|(1+ N)[n) =n+1. (3.157)

Also
a'lny =vn+1n+1) . (3.158)

Den Zustand |n) erhdlt man aus dem Zustand |0) durch

(ah)"

Vn!

Als Néchstes untersuchen wir den Zustand a |n). Wir erhalten

In) = 0) . (3.159)

a_cﬁ|n_1>:(N+1)
Vi n

Insbesondere a|0) = 0.

Den Operator a' nennt man ”Erzeugungsoperator” und den Operator a
wird als ” Vernichtungsoperator” genannt (alternativ Aufsteige- und Abstei-
geoperatoren oder Leiteroperatoren).

In—1)=+vnln—-1) . (3.160)

aln) =



Wir haben also gezeigt, dass es eine Leiter der stationdren Zustédnde |n)
gibt, sodass

Nn) =n]n) , (3.161)
und |
H|n) = hw (n + 5) In) . (3.162)

Das ist eine vollstindige Basis im Hilbertraum (Ls) (ohne Beweis).

3.9 Drehimpuls

Wir betrachten jetzt Teilchen in 3-D. Insbesondere werden wir uns interes-
sieren fiir quantenmechanische Zustédnde im zentralsymmetrischen Potential
(wie im Kepler-Problem), d.h., V(7) = V(|r]. In der klassischen Mechanik
eine wichtige Rolle wurde vom Drehimpuls gespielt. Das war (neben Ener-
gie) einer der Erhaltungsgrossen. Wir untersuchen nun den Drehimpuls in
der Quantenmechanik.

Der Drehimpuls-Operator lautet

L=7xp. (3.163)

Komponentenweise gilt

. 0 0

L, =yp, — zpy = —ih (y& - Za_y) : (3.164)
. 0 0

L, = zp, — xp, = —ih <28_1: - xa) : (3.165)
: 0 d

L. = xp, — yp, = —ih (xa—y - y%) . (3.166)

Wir benutzen [r,,ps] = ihdaps sowie [ro,75] = 0 und [p,,pg] = 0. Hier
(r1,72,73) = (2,9,2) und (p1,p2,p3) = (Px, Dy, pz). Wir untersuchen den
Kommutator

(L, Lyl = [(yp. — 2py), (202 — xp2)] = [yp2s 202] + [2Dy, 2D2]
= —ihyp, + ihap, = ihL, . (3.167)

Analog
Ly, L.] =ihL, wund [L,,L,]=ihL, . (3.168)



3.9.1 Sphirische Koordinaten

In sphérischen Koordinaten haben wir x = rcosfcos¢, y = rcosfsin ¢,
z =rsinf und

0 or 0 0Ody 0 0z 0

96~ 060r D00y 0602
) 0
= —rcos@sm¢%+rcosecos¢a—y

0 0 L,

$8y ox ih (3.169)
Also
L= —ind (3.170)
z a¢ . .
Es gilt auch (ohne Beweis)
Lo —ih (siné2 4 cotd coss -2 (3.171)
z = th { singzg + cotd cos 95 ) :
L, —ih (—cos 62 + cot6 sing 2 (3.172)
y = cos ¢ + cotd s 95 ) :

Wir sehen, dass die r—Abhéngig_lfeit der Wellenfunktion hier keine Rolle spielt,
d.h., die Eigenfunktionen der L Operatoren haben die Struktur

() = R(r)W(0,9) . (3.173)

Die Eigenfunktionen des L,-Operators sind einfach zu finden
L.e™ = hme™? (3.174)
Es ist klar, dass m ganzzalig ist m = 0,41, +2,.... Sonst wére die Wellen-

funktion nicht eindeutig. Wir nennen diese Zusténde vorlaufig |m).

3.9.2 Leiteroperatoren

Die sogenannten Leiter-Operatoren

L.=L,+il, (3.175)



spielen hier eine wichtige Rolle. Wir erhalten
Ly, L) =[L,, L, £iL,| =thL,+ hL, = +hL, . (3.176)
Das ergibt
L.L.|m)=(LyL,+hL;)|lm)=~h(m+1)Ly|m) . (3.177)

Also der Zustand L, |m) = c|m + 1), wobei die Konstante ¢ noch zu bestim-
men ist.

3.9.3 Der Operator L?

Wir definieren den Operator
L*=L[*=L2+L*+L%. (3.178)
Man kann zeigen

[L?,L,)=[L* L, =[L*L.]=0. (3.179)

Eigenzustinde von kommutierenden Operatoren Betrachten wir zwei
Hermitische Operatoren A und B die miteinander vertauschen [A, B] = 0.
Dann haben die beiden einen gemeinsamen Satz von Eigenzustéinde. Beweis:
Betrachten wir den Zustand |a), sodass A |a) = a|a). Dann gilt

AB|a) = BAla) = Bala) = aB|a) . (3.180)

Also, B|a) ist auch ein Eigenzustand von A mit dem selben Eigenwert a.
Falls |a) nicht entartet ist (der einzelne Zustand mir dem Eigenwert a), dann
gilt B |a)  |a), d.h., |a) ist Eigenzustand von B. Falls es eine Entartung gibt,
d.h., Ala,) =ala,) (n=1,2,..., N), dann liegt B |a,) im gleichen Subraum,
d.h., Bla,) = >, |am) (an| B la,). Die Matrix (a,,| B |a,) ist Hermitisch
und lasst sich diagonalesieren. Das ergibt N Eigenzustinde von B die alle
gleichzeitig Eigenzustdnde von A mit dem Eigenwert a sind. Nun kann man
die Eigenzusténde mit zwei Quantenzahlen charakterisieren, und zwar a und
b, Ala,b) = ala) und Bla,b) = bla,b). Wenn danach noch die Entartung
gibt, d.h., es gibt mehrere Zustédnde die die gleichen a und b haben, muss
man noch einen Operator C' finden der mit A und B vertauscht. So geht’s
bis man den vollstindigen Satz von kommutierenden Operatoren hat, so,
dass es keine Entartung mehr gibt.



L? und L, als vollstindiger Satz kommutierenden Operatoren Als
vollstéindiger Satz der kommutierenden Operatoren withlen wir L? und L,.
Die Zustidnde werden |, m) genannt. Es gilt (ohne Beweis)

L*|l,m) = B3I+ 1) |I,m) . (3.181)

L,|l,m)=hml|l,m) . (3.182)

Die Quantenzahl [ ist positiv und ganzzahlig. Die Quantenzahl m kann die
folgenden Werte annehmen

m=—l,—l+1,—-1+2,....01—21—1,1. (3.183)

Die Eigenfunktionen sind die sogenannten Kugelfunktionen Y;,,(8, ¢).

3.10 Wasserstoffatom

Im Wasserstoffatom gibt es ein Proton mit Ladung +e und ein Elektron mit
Ladung —e. Wie im Keppler-Problem gehen wir erst in das Schwerpunkt-
Bezugsystem iiber. Dann mit der relativen Koordinate 7= 7, — 7), lautet der
Hamilton-Operator

- ez 1
H=——(V,)? 3.184
Zm( ) dey |7 ( )
wobel o
m=——->—~m, (3.185)
Me + My,

die reduzierte Masse ist. In Kugelkoordinaten erhilt man
10 0 L? e? 1
H=—— - " (r*+= —_— . 1
2m r2 Or (T 87") * 2mr?  dmweq |7 (3.186)
Mit dem Ansatz
U= R(r)Yim(0,¢) (3.187)
ergibt sich aus der Schrodinger-Gleichung Hvy = E1 die folgende Gleichung
R 1 0 0 RA(1+1 21
{—— -9 (r2 E) LD e } R(r) = ER(r) . (3.188)

2m r2 Or omr?  Ameo |7




Es ergeben sich die Eigenzustdnde mit Figenenergien

Ery
n=1,2,3,..., wobei
1 me*
Ery == ———~13,6eV 3.190
W0 (4e)2h? e ( )

die Rydberg Energie ist.

Fiir jede Quantenzahl n gibt es n? Zustinde. Die erlaubte Werte von [
fiir gegebenes n sind [ = 0,1,...,n — 1. Fiir jedes [ gibt es 2] + 1 Werte von
m. Das Gesamtspektrum ist gegeben durch

In,l,m) . (3.191)

Der vollstindige Satz der kommutierenden Operatoren ist H, L2, L.

3.11 Spin 1/2

Drehimpuls, Zusammenfassung Die Algebra der Drehimpuls-Operatoren
ist gegeben durch

(Lo, L,) =ihL, , |L, L. =ihL, , |L.,LJ)=ikL,.  (3.192)
Die Eigenzustéande |I,m) erfiillen die folgenden Relationen
L2|l,m) = R*(I+ 1) |I,m) . (3.193)

L,|l,m)=hml|l,m) . (3.194)

Die Leiteroperatoren Ly = L, £ iL, wirken wie folgt (ohne Beweis)

Ly |l,m) = /(I —m)(I +m+1)|l,m+1) (3.195)

L_|l,m) =hy/(l+m)(l—m+1)|l,m—1) (3.196)

Wir beobachten, dass Ly |, m = 1) = 0 sowie L_ |[,m = —[) = 0. Das ergibt
die Einschrankung m = —{, -+ 1,...,[ — 1,1



Spin Fiir den Bahn-Drehimpuls gilt L =rx p, die Eigenfunktionen sind die
Kugelfunktionen |l,m) =Y, (0, ). Die Eigenfunktionen von L, = —ihd/0¢
sind proportional zu e™? und wir sehen, dass m € Z.

Jedoch, alle algebraischen Relationen konnte man auch mit halbzahligen
m und [ erfithlen. Z.B., mit | = 1/2 hétte m = —1/2,1/2. Genauso mit | =
3/2 hitte man m = —3/2,—1/2,1/2,3/2. Solche Wellenfunktionen existieren
aber nicht in der Form (7). Man braucht einen anderen Hilbert-Raum (oder
andere Darstellung). Den Drehimpuls, der kein Bahn-Drehimpuls ist nennt
man Spin. Um vom Bahn-Drehimpuls unterscheiden zu kénnen bezeichnet
man den Spin-Operator S statt L. Die Quantenzahl [ nennt man jetzt s.
Die Quantenzahl darf halbzahlige oder ganzzahlige Werte annehmen: s =
1/2,1,3/2,2,5/2,3,....

Fiir s = 1/2 ist der Hilbert-Raum besonders einfach. Die Basis besteht nur
aus zwel Zustdnden: |[s =1/2,m =1/2) = |1) und |s =1/2,m = —1/2) =
[4). Mann stellt diese zwei Zustdnde als Objekte (Spinoren) mit zwei Kom-

ponenten dar: |[1) = ( (1) ) and ||) = ( (1) ) Die beiden Zusténde sind

Eigenzustinde des Operators

h h (1 0
Wir erhalten " "
SAty =5 M wd S =-5[) . (3.198)
Der gesamt Spin-Operator lautet
~ h
§=357, (3.199)

wobei die Pauli-Matrizen sind gegeben durch

ax—(g(1)> ay—(? _é) az—(é_(l)) (3.200)

Man kann sich iiberzeugen, dass alle Vertausch-Relationen erfiihlt sind. Fiir
die Leiter-Operatoren erhalten wir

o h N (0 —i |
S+:Sx+zSy:§((? 0)—!—2((3 8)):7@:1&(8 o)’

(3.201)



und

. h 01 {0 — 0 0
sosis =t (0 0) (0 ) en (00,
(3.202)
Ein beliebiger Zustand kann wie folgt zerlegt werden:

u) =alh) +B8H) . (3.203)

wobei |a]? 4+ |8|> = 1. Da die globale Phase unwichtig ist kénnen wir einen
beliebigen Zustand durch zwei reelle Parameter (Winkeln) parametrisieren:

a = Ccos (g) , B =¢eYsin (g) : (3.204)

wobei 6 € [0,7] und ¢ € [0,2n]. Wir erhalten (¢|o, [¢)) = cos®§ —sin® £ =

cosf. Auch (¢| o, [1) = sinf cos ¢ und (Y| oy |p) = sin @ sin p. Wir beobach-
ten, dass (&) in Richtung 6, ¢ zeigt.

Postulat: Ein Elektron hat Spin 1/2. Der Hilbertraum ist ein direktes

Produkt Ly ® (Spin—1/2). Die Wellenfunktionen haben zwei Kompottenten:
Y4(7) und ¢ oder in der Spinor-Form

0, 0) = ( zﬁg > . (3.205)
3.12 Periodensystem der Elemente

3.12.1 Pauli-Prinzip

Elektronen sind Fermionen. Jeder Zustand kann nur von einem einzelnen
(oder von keinem) Fermion besetzt sein.

3.13 Spin 1/2, Dynamik

3.13.1 Magnetisches Moment

Eine drehende Ladung entspricht einer Strom-Schleife und, deswegen, einem
magnetischen Moment. Das magnetische Moment einer Stromschleife ist ein



Vektor senkrecht der Schleife mit der Amplitude
w=1-A, (3.206)

wobei [ ist der Strom und A - die Fldache der Schleife. Fiir eine kreisartige
Schleife mit einem Elektron mit Geschwindigkeit v und Radius r erhalten
wir: [ = qu/(27r) und A = 7r?. Das ergibt

S (3.207)
2
In der Vektor-Form gilt
L R qa q9 7
= — = - = — L . -2
[ 2(r><v) v (7" % p) 5 (3.208)
Die Energie eines magnetischen Momentes im Magnetfeld lautet
H=-ji-B. (3.209)
3.13.2 Gyromagnetisches Verhiltnis
Das Elektron hat den gesamt Drehimpuls
J=L+85. (3.210)

Das Elektron hat die Ladung ¢ = —e. Das mit dem Bahn-Drehimpuls ver-
kniipfte magnetische Moment lautet

. e - Up =
=——L=—-"—F1L. 3.211
AL =—g5— = (3.211)
Hier ug = 271—; ist das sogenannte Bohr-Magneton. Der Spin ist auch ein

Drehimpuls. Jedoch, fiir den Spin gilt

l_j :_gMB o
S A ;

wobei g = 2 ist das sogenannte gyromagnetisches Verhéltnis. Das gesamt
magnetische Moment eines Elektrons lautet

n

(3.212)

7= —‘%B (E + 2§) . (3.213)

Die Tatsache, dass fiir den Spin g = 2 # 1 bedeutet, dass es zu naive ist den
Spin als Drehung des Elektrons sich vorzustellen.



3.13.3 Spin-Prizession

Der Hamilton-Operator eines Spind im Magnetfeld lautet

H:—ﬁS-E:WTBg-EZWTB§~5. (3.214)

Wir kénnen immer die Richtung von B als Z wihlen. Dann erhalten wir

_ gupB hwp

H z = z 21
5O 5 O (3.215)
wobei B
wp = g“g . (3.216)
Die Eigenzustinde und Eigenenergien des Hamilton-Operators lauten
hw hw
HIt) = =20 1) = =7 1), (3.217)
und . Foo
H|l)=="o == ), (3.218)
Fiir den Anfangszustand
u(t = 0)) = alt) + 5 ) (3.219)
mit
o = Cos 4 B = €' sin b (3.220)
- 2 ) - 9 .
erhalten wir
_wpt wpt
u(t) = acE 1) + B ) (3.221)

Das ergibt
_ept 4 gt o (9
lut)) = e 2 cos <§> [T) + e e¥sin (5) b
_ {cos (g) |T>+ei(€0+w3t) sin <g> M)} . (3.222)

Da die Gesamtphase unwichtig ist ist der neue Zustand durch die zwei Win-
keln

0t) =0 , ¢(t) = ¢+ wpt (3.223)
gegeben. Wir erhalten Prézession des Spins um die z-Achse (die Richtung
des Magnetfeldes).



3.14 Stern-Gerlach-Experiment, Quantenmes-
Sprozess

3.15 Quanteninformationsverarbeitung



