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1. Lagrangefunktion:

(a) ‘Zwei Massen”

Koordinaten der Masse m1

~r1 = (x, 0, 0)

Kinetische Energie:

K1 =
1

2
m1v

2
1, ~v1 = (ẋ, 0, 0) ⇒ K1 =

1

2
m1ẋ

2

Koordinaten der Masse m2

~r2 = (x+ l sinϕ, 0,−l cosϕ)

Kinetische Energie:

K2 =
m2

2
v22, ~v2 = (ẋ+lϕ̇ cosϕ, 0, lϕ̇ sinϕ) ⇒ K2 =

m2

2

[
ẋ2 + l2ϕ̇2 + 2lẋϕ̇ cosϕ

]
Potentielle Energie

U = m2gz = −m2gl cosϕ

Die Lagrangefunktion
L = K1 +K2 − U

L =
m1 +m2

2
ẋ2 +

m2

2

[
l2ϕ̇2 + 2lẋϕ̇ cosϕ

]
+m2gl cosϕ

Die Bewegungsgleichungen

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 ⇒ (m1 +m2) ẍ+m2l

[
ϕ̈ cosϕ− ϕ̇2 sinϕ

]
= 0

d

dt

∂L

∂ϕ̇
− ∂L

∂ϕ
= 0 ⇒ m2l

2ϕ̈+m2l [ẍ cosϕ+ g sinϕ] = 0



(b) “Zwei gekoppelte Pendel”

Koordinaten der Masse m1

~r1 = (l1 sinϕ1, l1 cosϕ1)

Kinetische Energie:

K1 =
m1

2
v21, ~v1 = l1ϕ̇1(cosϕ1,− sinϕ1) ⇒ K1 =

m1

2
l21ϕ̇

2
1

Potentielle Energie
U1 = −m1gl1 cosϕ1

Koordinaten der Masse m2

~r2 = (l1 sinϕ1 + l2 sinϕ2, l1 cosϕ1 + l2 cosϕ2)

Kinetische Energie:

K2 =
m2

2
v22, ~v2 = (l1ϕ̇1 cosϕ1 + l2ϕ̇2 cosϕ2,−l1ϕ̇1 sinϕ1 − l2ϕ̇2 sinϕ2)

K2 =
m2

2

[
l21ϕ̇

2
1 + l22ϕ̇

2
2 + 2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos (ϕ1 − ϕ2)

]
Potentielle Energie

U2 = −m2g (l1 cosϕ1 + l2 cosϕ2)

Die Lagrangefunktion
L = K1 +K2 − U1 − U2

L =
m1 +m2

2
l21ϕ̇

2
1+
m2

2
l22ϕ̇

2
2+m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos (ϕ1 − ϕ2)+(m1 +m2) gl1 cosϕ1+m2gl2 cosϕ2

Die Bewegungsgleichungen

d

dt

∂L

∂ϕ̇1

− ∂L

∂ϕ1

= 0 ⇒

(m1 +m2) l
2
1ϕ̈1 +m2l1l2

[
ϕ̈2 cos (ϕ1 − ϕ2) + ϕ̇2

2 sin (ϕ1 − ϕ2)
]

+ (m1 +m2) gl1 sinϕ1 = 0

d

dt

∂L

∂ϕ̇2

− ∂L

∂ϕ2

= 0 ⇒

m2l
2
2ϕ̈2 +m2l1l2

[
ϕ̈1 cos (ϕ1 − ϕ2) + ϕ̇2

1 sin (ϕ2 − ϕ1)
]

+m2gl2 sinϕ2 = 0



2. Erhaltungssätze:

(a) “Impulse und Energien”

Impuls:

pi =
∂L

∂q̇i

Energie

E =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

i)

p =
∂L

∂ẋ
= − 3auẋ2

2
√

1− uẋ3

E = pẋ− L = − 3auẋ3

2
√

1− uẋ3
− a
√

1− uẋ3 + kx2 ⇒

E =
−3auẋ3 − 2a (1− uẋ3)

2
√

1− uẋ3
+ kx2 = − 2a+ auẋ3

2
√

1− uẋ3
+ kx2

ii)

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ+

m

2
ẏ

py =
∂L

∂ẏ
= mẏ +

m

2
ẋ

E = pxẋ+pyẏ−L =
[
mẋ+

m

2
ẏ
]
ẋ+
[
mẏ +

m

2
ẋ
]
ẏ−m

2

[
ẋ2 + ẏ2 + ẋẏ

]
+cx4+dy6

E =
m

2

[
ẋ2 + ẏ2 + ẋẏ

]
+ cx4 + dy6

iii)

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= m (l − aϕ)2 ϕ̇

E = pϕϕ̇− L =
m

2
(l − aϕ)2 ϕ̇2 +mg [a cosϕ− (l − aϕ) sinϕ]

(b) “Zwei Massen”

Betrachten wir nur die Bewegung, wobei die masse m1 auf der Ebene bleibt.

Kartesisches Koordinatensystem:

Koordinaten der Masse m1

~r1 = (x1, y1, 0)



Koordinaten der Masse m2

~r2 = (x2, y2, z2)

“Die Lagrangefunktion”

L =
m1

2

[
ẋ21 + ẏ21

]
+
m2

2

[
ẋ22 + ẏ22 + ż22

]
+m2gz2

Zusätzliche Zwangsbedingung

l = r1 + r2 ⇒ l =
√
x21 + y21 +

√
x22 + y22 + z22

Masse m1, Polarkoordinaten:

x1 = r1 cosφ1, y1 = r1 sinφ1

Masse m2, sphärische Koordinate

x2 = r2 cosφ2 sin θ2, y2 = r2 sinφ2 sin θ2, z2 = r2 cos θ2

Die Lagrangefunktion:

L =
m1 +m2

2
ṙ21 +

m1

2
r21φ̇

2
1 +

m2

2

[
(l − r1)2φ̇2

2 sin2 θ2 + (l − r1)2θ̇22
]

+m2g(l − r1) cos θ2

i) Euler-Lagrange Gleichungen

d

dt

∂L

∂ṙ1
− ∂L

∂r1
= 0 ⇒

(m1 +m2) r̈1 −m1r1φ̇
2
1 −m2(l − r1)

[
φ̇2
2 sin2 θ2 + θ̇22

]
+m2g cos θ2 = 0

d

dt

∂L

∂φ̇1

− ∂L

∂φ1

= 0 ⇒

m1r
2
1φ̈1 = 0

d

dt

∂L

∂φ̇2

− ∂L

∂φ2

= 0 ⇒

m2(l − r1)2φ̈2 sin2 θ2 + 2m2(r1 − l)ṙ1φ̇2 sin2 θ2 +m2(l − r1)2φ̇2θ̇2 sin 2θ2 = 0

d

dt

∂L

∂θ̇2
− ∂L

∂θ2
= 0 ⇒

m2(l − r1)2θ̈2 −m2(l − r1)2φ̇2
2θ̇2 sin θ2 +m2g(l − r1)θ̇2 sin θ2 = 0



ii) Erhaltungsgröße

Energie

E =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

E = ṙ1 [(m1 +m2)ṙ1] + φ̇1

[
m1r

2
1φ̇1

]
+ φ̇2

[
m2(l − r1)2φ̇2 sin2 θ2

]
+θ̇2

[
m2(l − r1)2θ̇2

]
− L

=
m1 +m2

2
ṙ21 +

m1

2
r21φ̇

2
1 +

m2

2
(l − r1)2

[
φ̇2
2 sin2 θ2 + θ̇22

]
−m2g(l − r1) cos θ2

Drehimpulse

`1 =
∂L

∂φ̇1

= m1r
2
1φ̇1

`2 =
∂L

∂φ̇2

= m2(l − r1)2φ̇2 sin2 θ2


