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1. Erwartungswert, Variation und Unschirfe-Relation:

Gegeben sei die Wellenfunktion eines Teilchens in 1-D:
72
Y(x) =N (a+ bz + ca®) exp [—?] :

wobei a, b und c reell sind.

a) Bestimmen Sie den Normierungskoeffizient N.
Der Normierungskoeffizient wird mithilfe der Normierungs-Bedingung bestimmt:

[ dsto@r =1,

1 :NQ/dx (a+ bz + ca®)? exp [—2?] .

Aus Symmetrie-Griinden ”{iberleben” im diesem Integral nur die gerade Potenzen
von x:

1=N? / dz (a® 4 b*2® + 2aca”® + z*) exp [—27] .

Wir brauchen, also, die folgenden Integrale:
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Der Parameter o war hier notig um nach «a differenzieren zu kénnen. Am Ende
setzen a = 1 und erhalten

1=N? <a2ﬁ+ (b* + 2ac)g + c2¥) :
Also
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b)

Bestimmen Sie die Erwartungswerte (z) = (¢|z|¢) und (p) = (¢|p|¢). Hier
ist p = —ihd/0zx der Impulsoperator.

(|2|)y = N? / drx (a+ bx + cx?)® exp [-2°] .

Jetzt, aus Symmetrie-Griinden ”{iberleben” nur die folgenden Terme
(Y|z|y) = N2/dx (2abz” + 2bca?) exp [—2?] .

Das ergibt

(lilp) = N? (abﬁ+ Sedn ) |

Letztendlich
(ab + %bc)
(a2 + P2 4 32)

Fiir den Erwartungswert des Impuls-Operators erhalten wir (¢(z) ist reell)

(Yl2l) =

Il = / dr(z) (—ihd)0) ¥(z) .

Ohne Rechnung sieht man, dass (¢|p|¢)) = 0. Z.B., mithilfe der partiellen Integra-
tion man kann zeigen, dass (¢|p|y)) = —(¥[p[).

Berechnen Sie die Variationen (Azx)? = (#?) — (2)? und (Ap)? = (p?) — (p)?
und iiberzeugen Sie sich, dass die Unschirfe-Relation (Ax)(Ap) > h/2
gilt.

1) Wir berechnen erst (Az)?:

()2°|Y) = N? / dz 2® (a + ba + ca®)? exp [—27] .

(Y)|2° ) = N? / dz (a’z® 4+ b°z* + 2acz® + *2°) exp [-27] .

Wir brauchen noch das folgende Integral:

/xﬁ e—ocac2dx _ _2 3ﬁ a??) = 15\/E a~7?
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Dann erhalten wir
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2) Um (p?) bestimmen zu kénnen, berechnen wir erst

_ p(a) = —ih2 N(a+ bo + ca? z
() = p(x) = —i p (@ + bx + cx”) exp [—?] :

¢(z) = py(x) = —ihN [(b+ 2cz) — z(a + br + cz?)] exp [—%] .

¢(z) = pyp(z) = —ihN [b+ (2¢ — a)x — bz® — c2®)] exp [—%] .

Dann

@) = (0l6) = [ oo (@)ola)
(p%) = 2N / dr [ + (2¢ — a)%a® + bt + 22 — 2020? — 2¢(2¢ — a)a'] exp [—2?]
(p*) = W’ N? / dz [0+ [(2¢ — a)? — 20°] 2* + [b* — 2¢(2c — a)] 2" + Paf] exp [—2?] .
(p*) = BPN?*/m [bQ + % [(2¢c — a)® — 20%] + 2 [b* — 2c(2c — a)] + %5 021 .

(p*) = BPN?*/m Fb2+1(20—a)2—gc(Zc—a)—l—%cQ] :

4 2
1 1
(p?) = B°N?V/7 (§b2—§(20—a)(a+c)+§502> .
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2. Spin-1/2 (Quantenbit):

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Unschérferelationen eng verkniipft sind mit
den Kommutatoren von Operatoren. Im allgemeinen gilt

@A 2 (5

(14, B]>)2

wobei [A, B] ein Kommutator ist: [A, B] = AB — BA.

Bei Spin 1/2 werden die so genanten Pauli-Matrizen o; (i = x,y, z) benutzt

/(01 (0 =i (10
92 =11 0 D= o %=\ 0 -1

Der Spinoperator ist dabei definiert als S = g&.



a) Uberpriifen Sie mit einer expliziten Rechnung dass die Pauli-Matrizen
den folgenden Relationen geniigen

(0,04 =2i0, [0y, 0] = 2i0, (04, 0.] = —2i0,
o2 =1 O'Z =1 o?=1
Einfache Matrix-Multiplikation.
b) Der Zustand des Spin-1/2 (Quantenbits) ist gegeben durch

1 i i V3
|¢>—§( \/g) —§|0>+7|1> :
. 1 0 . R 2
Hier [0) = ( 0 > und |1) = ( 1 ) sind die Eigenzustinde des Operators

0.: 0,]0) = |0) und 0.|1) = —[1). Bestimmen Sie die Erwartungswerte (S;)
und die Variationen (AS;)? fiir i = z,y, 2 fiir den Zustand |¢).

[ 1N

(wIS.lw) = Siwlonfuy = 2 ( —

(1S14) = & loels) =

wlm
—

{Y15y[¥) = <¢|0y|@/f>

2wy = oy = I _

WIS 1Y) = 1 Wlozl) = W) =
h? B2

(¥|S2Y) = Z<w|a§|w> =Wl =7

h? h?
(WIS2I) = (1ot} = (Wl =

W R* 3k
(AS.)? = (ISE) - (WIS-)* = T - 15 = 5 -

12 h?
(AS:)° = (WISZ) = (WIS:)? = 7 — 0= 7.

2 2 B> 3h2 R
(AS))* = WISyI) = (BISy[0)° = - = 75 = 15 -



¢) Uberpriifen Sie, fiir den Zustand |¢), die Unschiirferelationen
1) Die erste Ungleichung

(AS,(AS,)? > (—«[SQE,S@,D)Q

Wir erhalten fiir den Kommutator [S,, S,] =
Dann gilt

([Sar Syl) = ih(S.) = —i— .
Wir {iberpriifen die Ungleichung

h?> h® _ ht
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2) Die zweite Ungleichung

1 . \?
@8 P(88 > (51580

Wir erhalten fiir den Kommutator [S,, S.] = %[01,, 0. = —%2@'% = —ihS,.

Dann gilt

h2\/3

([, 52]) = —il(S,) = i

4
Wir {iberpriifen die Ungleichung
2 2 4
R3S 3 ok
4 16 64

3) Die dritte Ungleichung

(AS,)2(AS.)? > (21

<[Sy,s;]>)2 .

Wir erhalten fiir den Kommutator [S,, S;] = %[ay, o, = %2@'% = 1hS,.

Dann gilt o
([Sy, 5:]) = in{Sa) = 0

Wir iiberpriifen die Ungleichung
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