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1. Eiskunstläufer (10 Punkte)

Ein Eiskunstläufer dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit
ω = 2π/sec, wobei seine Hände ausgestreckt sind. Wie schnell
wird er sich drehen, wenn er die Hände an seinen Körper
anlegt?
Betrachten Sie den Körper des Kunstläufers als einen homo-
genen Zylinder mit dem Radius R = 20 cm und der Masse
M = 70 kg, und die Arme als homogene (unendlich dünne)
Stäbe jeweils mit der Länge L = 70 cm und der Masse
m = 4.5 kg (s. Abb. 1).

Abbildung 1.

2. Symmetrischer Kreisel mit konstantem Drehmoment (10 Punkte)

Auf einen symmetrischen Kreisel wirkt das konstante Drehmoment ~M = M0êz. Geben
Sie die Bewegungsgleichungen für die eulerschen Winkel an. Lösen Sie die eulerschen
Gleichungen für die Anfangsbedingungen ω(0) = 0 und ê3(0) = êz. Geben Sie die
Zeitabhängigkeit der Eulerwinkel an.

3. Drehmoment senkrecht zum Drehimpuls (4+6=10 Punkte)

Auf einen starren Körper wirke ein Drehmoment der Form ~M = M0êz × ~L/|~L|, wobei
~L der Drehimpuls des Körpers und êz der Einheitsvektor des raumfesten Koordinaten-
system xyz sind.

(a) Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung d~L/dt = ~M zu |~L| = const ≡ L0 und
Lz = const führt.

(b) Schreiben Sie die Bewegungsgleichung in xyz-Koordinaten und finden Sie die Win-

kelgeschwindigkeit ω der Präzession des Drehimpulsvektors ~L um die z-Achse.

4. Autotür (10 Punkte)

Ein Automobil starte aus dem Stand mit konstanter Beschleunigung a. Eine der Au-
totüren sei anfangs senkrecht zur Fahrtrichtung geöffnet. Die Tür wird als eine ho-
mogene rechtwinklige Fläche mit der Seitenlänge l betrachtet. Sobald das Automobil
Geschwindigkeit gewinnt, wird die Tür zuschlagen (die Scharniere der Tür liegen vorn;
die Reibung in den Scharnieren ist vernachlässigbar). Berechnen Sie die zum Schließen
der Tür notwendige Zeit t für a = 1m/sec2 und l = 1m.
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5. Bonusaufgabe: Präzession der Erdachse
(10+5=15 Bonuspunkte)

Wir benutzen nun die Ergebnisse von Aufgabe 3, um die Präzession der Erdachse ab-
zuschätzen. Die Präzession wird durch die Drehmomente verursacht, die die Sonne und
der Mond ausüben. Im Laufe der Zeit übernehmen daher unterschiedliche Sterne die
Rolle des “Polarsterns” als Drehpunkt des Sternhimmels und Wegweiser nach Norden.

Der Schwerpunkt der Erde wird als Ursprung des Koordinatensystems gewählt. Der
Vektor ~dS zur Sonne liege in der xy-Ebene (Ekliptik-Ebene). Die Figurenachse (x3) der
Erde (Süd–Nord) ist um den Winkel θ0 = 23.5o gegenüber der z-Achse geneigt. Das
Drehmoment der Gravitationskraft, die die Sonne auf die Erde ausübt, ist durch

~MS = GMS

∫
V
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(1)

gegeben, wobei G – die Gravitationskonstante, MS – die Sonnenmasse und ρ(~r) – die
Dichte der Erde sind, und die Integration das Erdvolumen umfasst.

Für das vom Mond ausgeübte Drehmoment ergibt sich dieselbe Formel mit entspre-
chender Substitution MS →MM , ~dS → ~dM .

(a) Wählen Sie das x1x2x3-Koordinatensystem (Hauptachsen-System für die Erde) mit
x2-Achse senkrecht zur zx3-Ebene (ê3 × êz = − sin θ0ê2). Finden Sie die Kompo-

nenten des Vektors ~dS in diesem System. Zeigen Sie, dass für das zeitgemittelte
(über eine Periode des Sonnenumlaufs) Drehmoment 〈 ~MS〉 gilt:

〈 ~MS〉 =
3
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GMS

|~dS|3
(Θ3 −Θ1) cos θ0(ê3 × êz), (2)

wobei Θi die Hauptträgheitsmomente der Erde bezeichnen; Θ1 = Θ2 6= Θ3. Hier
ist natürlich angenommen, dass |~dS| � RE mit RE – Radius der Erde.

(b) Das gesamte Drehmoment ist die Summe 〈 ~MS〉 + 〈 ~MM〉. Berechnen Sie mithilfe
der Aufgabe 3(b) die Präzessionsfrequenz der Erdachse x3 um die Ekliptik-Achse
z. Benutzen Sie die folgenden Werte der Parameter: G = 6.7 · 10−11 N · m2/kg2,

|~dS| = 1.5 · 1011 m, |~dM | = 3.8 · 108 m, MS = 2 · 1030 kg, MM = 7 · 1022 kg,
(Θ3−Θ1)/Θ3 ≈ 1/300 (Abplattung der Erde). Wie viele Jahre dauert ein Umlauf
der Erdachse?


