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1. Geladene Teilchen: Kepler-Problem (15 Bonuspunkte)

Betrachten Sie zwei Teilchen (Masse my, ms), die aufgrund des Coulombschen Gesetzes
miteinander wechselwirken. Das Coulombsche Potential ist dhnlich dem Gravitations-
potential umgekehrt proportional zum Abstand zwischen den Teilchen: U(r) = q1qo/.
Hier bezeichnen ¢; und ¢, die elektrischen Ladungen der Teilchen. Fiir den Fall ¢;¢, < 0
ist die Coulombsche Kraft anziehend. Bestimmen Sie den minimalen (7,;,) und maxi-
malen (r,.x) Abstand zwischen den Teilchen wenn die Bewegung beschriankt ist.

Losung:

Jedes Teilchen iibt auf das andere eine Kraft f(r) aus, die nur vom Betrag des Abstandes
|1 — 75| = r abhéngt. Dann gelten folgende Newtonsche Bewegungsgleichungen
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Der Gesamtimpuls ist eine erhaltene Grofle (wir setzen voraus, dass es keine duferen
Krifte gibt): ) )
mlﬂ + m2F2 =0. (3)

Die Bewegung des Schwerpunktes ist dann trivial. Die Bewegungsgleichung fiir die Re-
lativbewegung lautet

A 1 T
r=r - 2:—pf(7“);7 (4)
wobei
1 1 1
—= 4+ —. (5)

(1 2 Punkte)

Die Bewegungsgleichung (4) dhnelt einer physikalischen Situation, in der sich das Kraft-
zentrum unbeweglich im Ursprung befindet und ein Teilchen mit der Masse p sich unter
dem Einfluss dessen Kraft bewegt. Diese Bewegung wird von zwei Erhaltungsgrofien
eingeschréankt: der Energie und dem Drehimpuls.

Der Drehimpuls der Relativbewegung ist durch

-Erel = ,uf’ X 7? (6)



gegeben. Wir betrachten nun die Zeitableitung von Erel:
Erelzu[?x?wx%. (7)

Der erste Teil ist trivial: ¥ x ¥ = 0. Im zweiten Teil benutzen wir GI. (4):

| 8)

Man sieht, dass fiir Zentralkraftfelder mit festem Ursprung [d.h. von der Form Gl. (4)]
der Drehimpuls stets erhalten ist.
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i x 7 = — f(r)7

(1 3 Punkte)

Da Ly senkrecht auf 7 und 7 steht, verlauft die Relativbewegung in einer Ebene senk-
recht zu Erel. Wahlt man die z-Richtung in Richtung von Erel, so liegt 7, ebenso wie 7%’,
immer in der xy-Ebene. Fiithrt man nun in der zy-Ebene Polarkoordinaten ein, dann
erhédlt man

-

L = (0,0,1,), 1, = p(xy —yi) = pr’p. (9)
(1 2 Punkte)

Fiir die kinetische Energie der Relativbewegung erhélt man 7,, = ,m.’Q /2. Zusammen
mit der potentiellen Energie ergibt sich

LQ
HT 4192
By = 4 292 10
1 5 + . (10)
Die Geschwindigkeit 7 schreibt man in Polarkoordinaten als

= P =R (11)

Fiir die Energie der Relativbewegung erhélt man folglich [wir benutzen Gl. (9)]

2P

Erel = Iu_ + . w (12)
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Da der Drehimpuls [, eine erhaltene Grofle ist, ist die Energie E., unabhéngig von
. Der Ausdruck fiir F,. hat genau dieselbe Form wie derjenige fiir die Energie eines
eindimensionalen Systems mit dem effektiven Potential

l2
Ug = —2- + 22 (13)
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(f+ 5 Punkte)

Betrachten wir nun die Eigenschaften des Potentials U.g fiir den Fall ¢1¢o < 0, wenn
die Coulombsche Kraft anziehend ist. Das Potential Ueg(r) hat dann die in Abb. 1
dargestellte Form. Wenn FE,q < 0, in Abb. 1 als gestrichelte Linie dargestellt, dann ist
die Bewegung beschrankt. Fiir r gilt

T'min S r S T'max, (14)

wobel Tmin und 7. durch
Erel = Ueff(T’) (15)



gegeben sind. Man erhéalt

a a
min — 5 max — ) 16
" 1+¢ " 1—c¢ ( )
wobei
[? 2F, 12
a=—=— e=4/1+ 21;. (17)
11| 1 qs
Fir e =1 (d.h. B = 0) gilt
Tmax = OO.

(1 3 Punkte)
Uess

Abbildung 1: Effektives Potential Udg(r) einer attraktiven Wechselwirkung ¢;¢, < 0.

2. Mathematische Grundlagen: Nabla-Kalkiil (5+6+4=15 Bonuspunkte)

Auf diesem Ubungsblatt verwenden wir die folgenden Symbole:
6f = gradf, Vi = divv, V X 7= rotv,
wobei f(7) : R* — R — Skalarfunktion und ¢(7) : R® — R? — Vektorfunktion sind.

a. Berechnen Sie (mit r = |7]) (14+141+42=>5 Bonuspunkte)

- - 1
Vr, Vr, VXxr, V—3.
T
Loésung:

e In kartesischen Koordinaten z; = (z,y, z) ist der Nabla-Operator definiert als:

V= (18)
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wobei wir die partielle Ableitung definiert haben als:
0
(19)

und wir in Zukunft die Einstein’sche Summenkonvention verwenden. Hierbei
wird iiber doppelt auftretende Indizes automatisch von 1-3 summiert.
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Wir sehen also, dass gilt:
9 i
r (21)

@r = =
ox; r
Da wir im Folgenden die Indexschreibweise iiben wollen, machen wir diese

(22)

Aufgabe nochmal etwas anders:
- . 2 L X; T
Vr = €;0;r = &— = —,
,
wobei wir genutzt haben, dass gilt:
7= x€y + Ye, + 2€, = x,;6; (23)
[ ]
3 3
W:aaixjgj:aaijgj:a-azzla-azzl1:3 (24)
1= -1 1=

Hier haben wir am Ende die Summe doch noch mal explizit hingeschrieben,
sodass wir sehen, dass wir noch 3 mal {iber die 1 summieren miissen. Des
weiteren gilt natiirlich:

ox;
’ (25)

aiZL’j = O = (5”

Da gilt:
Opt = 0yy =0,z =1
0py = Opz = Oy = Oyz = O, = 0,y = 0.

[ ]
_ Oyz — 0.y
Vx7=|0,x—0,z| =0, (26)
Opy — Oy
oder auch:
D e = e 20, (27)

V X7 = é;;EUkalek



wobei

1 fiir 17k = 123 = 312 = 231 = gerade Permutation von 123
€k = § —1 filir i7k = 321 = 132 = 213 = ungerade Permutation von 123

0 sonst
(28)

das Levi-Civita-Symbol (e-Tensor) ist.
Dieser Tensor ist antisymmetrisch unter der Vertauschung zweier beliebiger
Indizes:

€ijk = —€jik = —€kji = —Eikj- (29)
Mit dem e-Tensor konnen wir das Kreuzprodukt schreiben als:

axb=¢  epa;br,
N Jk%Gk (30)
(6 X b)z = eijkajbk.
Zusétzlich geben wir noch eine wichtige Eigenschaft an:

€ijk€imn — 5]m5kn - (Sjnék:m (31>

> 1 9 1 d(;5) Or () 3\ z 7
S =Ci |\ 3= |=G—F 5 =¢|—73) - ="35 (32
VT3 ‘ ox; (r3(:v,y,z)> “or ox; c ( 7"4) r 7P (32)

wobei wir die Kettenregel verwendet haben, da r = r(¥) = r(x,y,z) eine
Funktion der Variablen ist, nach der abgeleitet wird.

b. Beweisen Sie die folgende Produktregeln: (24+2+2=6 Bonuspunkte)
o V(f0)=0(Vf)+ fVT
o VX (ft)=—-0x(Vf)+ fVxT
Berechnen Sie

9077

Losung:
Es gilt, dass wenn eine Klammer um einen Ausdruck mit Ableitung steht, diese

Ableitung nicht mehr auf das wirkt, was hinter der Klammer steht, sondern nur
auf die Ausdriicke in der Klammer:

—

(V)

—

oV, (Vf)x¥T=—-0xVf

V(f7) = 8,(f); = Bi(fvs) = (8if)vs + [(Bioi) = (V)T + f(VE).  (33)



V x (fU) = €€i10;(fV)r = €i€i0;(for) =
(W) X T+ f(V x 0)

= €€iji(0; f)oe + feieijn(0jur) =
= —FxVf+f(VxD) (34)
- o T 9 . r Lle 7
x |10 T | @509 < D 109 |9 (39
—~
7 Lle 7
= —— x [Vf(")] + f(7) VX (36)
Wir berechnen nun:
- 7 T L 0:xy, 1 . Ojk TpT
V X ; = eiel-jké?j? = €i€jk |:]— + 9514%;] = €i€ijk|i Ik T2J
. 1 1.
= 62'61']‘]‘; — ﬁei eijkxjka = O (37)

Vertauschung von j und k

Der erste Term verschwindet, weil €;;; = 0. Der zweite Term verschwindet
weil die Summe iiber (j, k) fir alle ¢ Null ergibt. Dies wollen wir noch kurz
allgemein beweisen. Wir betrachten die Doppelsumme:

> A
7.k

mit einem antisymmetrischen Term
Ajk = _Akj — Ajj = —

Es gilt dann:
ZA]k - ZAJk’ +ZA]]€ + ZAJk - ZAJk + ZA]] +ZAJk
k<j

Jj<k k<j i<k
=2 Ain = Z Ak
j<k k<j
Im zweiten Term benennen wir nun die Indizes einfach um j — k, &k — j und
bekommen:
> u=TAu- T Au=0 &
i<k Jj<k
Kommen wir zuriick zu Gleichung (36). Mit Hilfe von (37) folgt nun einfach
vV (39)

= —= x [V/(P].

|

v x {f(F);



c. Beweisen Sie die folgende Kettenregeln: (24-2=4 Bonuspunkte)
o VB(£(7) = PV ()
o VX P(f(7) = =P(}(7) x V(7))
mit P(f) = dP/df

Losung

OPS (M) D) _ o s oo
JGEETE i€iji Lk (f (7)0; f (T)

— aefjkﬁf(ﬂ)jpk(f(ﬂ) = (V7)) x P(f(7))
= —P(f(7) x (Vf(F)). (41)

V x P(f(F)) = €eiud; Pu(f (7)) = Eieign




