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1. Kanonische Transformation (24-444=10 Bonuspunkte)

(a) Betrachten Sie die folgende kanonische Transformation: P=p Q=q-7 t/m.
Finden Sie die Hamiltonfunktion H’ in den transformierten Koordinaten fiir ein
freies Teilchen.

Losung:
Hamiltonfunktion H(q,p) eines freien Teilchen:

2

P
H = —.
Kanonische Transformation:

pit

: OH
b= p = Har) _,
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: . pit pi OH(q,p) pi
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Das bedeutet, dass P und @ die Anfangsbedingungen fiir die freie Bewegung sind.
Kanonische Bewegungsgleichungen:

. OH'(Q.P) ,  OH(Q,P)
Qi = —op P = o0,
OH'(Q.P) _ . OH'(Q.P) _
—or, " Taq ) 7

H'(Q, P) = const(Q, P).
Da eine Konstante in Hamiltonfunktion keine Rolle spielt, kann man
H(Q,P)=0

setzen.

(b) Fiir welche Parameter o, 3,7, ist die Transformation Q = ¢®p®, P = ¢"p° in ei-
nem System mit einem Freiheitsgrad (f = 1) kanonisch? Bestimmen Sie fiir diesen
Fall die Erzeugende F'(q, Q).

Losung:



Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine Transformation kano-
nisch zu sein sind durch die Poissonklammern gegeben:

{Qh@j}q,p = 07 {Pian}q,p :07 {Qiapi}q,p :5137 Za.] = 1f

Fiir ein System mit einem Freiheitsgrad (f = 1) reduziert sich diese Bedingung
auf

{Q>P}q7p =L

Wir berechnen nun {Q, P},, fiir die angegebene Transformation @) = Q(g¢,p),
P = P(q,p):

_dQaP  dQoP
{Q7 P}%P - aq ap ap aq
_9@p”) o) 9a*p”) 0(a"p")
dq Op Op dq

= a(g® 'p)s(gp" ") — Bg“p” (" 'p)
P al - B).

Die Poissonklammer {@, P} ist nur dann unabhéngig von ¢ und p, wenn
a—14+y=0 und f+06—-1=0 = ~y=1—a und d=1-7.
Wir erhalten
{Q,Plyp=ad =By =a(l— ) — B(1—a) =a — 5.
Es folgt daraus, dass die Transformation nur fiir
a—pf=1 = pf=a-1 = §{=2—«

kanonisch ist. Die kanonische Transformation ist also durch einen einzigen Para-
meter o parametriert:

Q=q"p"", P=q"p"
Um die erzeugende Funktion F(g, Q) zu finden, driicken wir p und P durch ¢ und
Q aus,
p = QY Dga/le-l)
P = glopre = gle[Qi/eDgmallaDzma _ =1/ (-1 2-a)/(a-1)

und benutzen
oF B oF

- p=_Z
p aq’ le)
Dies ergibt:
F

%_q _ Ql/(a—l)q—a/(a—l) = F(q, Q) _ (1 . a)@l/(a—l)q—l/(a—l) + fl(Q)7
OF _ i/
oQ
Es folgt dass f1(Q) = f2(q) = 0 und das Ergebnis fiir die erzeugende Funktion ist:

F(qa Q) = (1 — Og)qil/(afl)Ql/(afl)'

QEF =l = P(q,Q) = (1—a)g Ve DQVeD 4 £(q).



(c) Betrachten Sie einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Masse m und
Frequenz w, auf den eine duBere Kraft K(t) einwirkt. Gegeben ist die erzeugende
Funktion

mw { _K(t)

2
F(q,Q,t):T q mwQ} cot Q.

Schreiben Sie die kanonische Transformation und die Bewegungsgleichungen in den
transformierten Koordinaten auf.

Losung:

Die Hamiltonfunktion H(q,p,t) des Oszillator mit externer Kraft K(t) ist durch

2
p m
H(g,p,t) = — + —w’¢® — K(t)q

2m = 2
gegeben.
Wir folgen dem Verfahren aus der Vorlesung und finden zunéchst p und P:
oF K(t
p = — =mw |q— ®) cot Q,
dq mw?
p_ _OF _mw[ K®] 1
C0Q 2 mw? | sin?Q’

Auflésen nach ¢ und p = kanonische Transformation:

P 2mwcos’ Q = p(Q, P) = vV2mwP cos Q,

D K(t) [2P .
1 ? mw cot Q = 4@ P mw? * mw sin@Q

Hamiltonfunktion in den transformierten Koordinaten:

H'(Q,Pt) = H(qp.t) +%
2
B % + %“ﬂqz@’ P, t) — K(t)q(Q, P, t)
() —L K(t
_ 2K(t)mw2 % {Q(Q,P, t) — miﬂ)} cot Q

K2(t 2P
= wPcos’Q +wPsin®Q + <>—|—K(t)\/msin62

2muw?
K2(t 2P .1 2P
- <2>—K(t)\/—sinQ—K(t)—\/—sichotQ
mw mw w V mw
K2(t) 2P
= wP-— Sy i K(t) 3 cos Q.
Bewegungsgleichungen:
. 0H'(Q,P) . 1
= ———— =w— K(t)——= cosQ,
Q 5P (1) s c0sC
. H(Q,P . 2P
p QL) Q.

Q)



2. Anharmonischer Oszillator (143+4+2=10 Bonuspunkte)

Die Hamiltonfunktion eines anharmonischen Oszillators mit einer periodischen externen

Kraft sei durch )

m
H(q,p,t) = 2p_m + EWQQQ + b%q* + Kqcos(t)

gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass die Transformation

g = ——[Qcos(Qt) + Psin(Nt)],

hil-

p = Vmw|—Qsin(Qt) + P cos(t)]

kanonisch ist.

Losung:

Analog zu Aufgabe 1(b), s. Vorlesung;:

f = 1: Die Transformation (q,p) — (Q, P) ist kanonisch < {q,p}opr = 1.
Die Poissonklammer {g,p}q p fiir die angegebene Transformation lautet

~ Oq dp  dq Op

{Q7p}Q,P = %ﬁ — 8_P@
= \/:rm cos(Q2)v/mw cos(t) — \/% sin(Qt)/mw[— sin(Qt)]
= cos?(O) +sin?(Qt) = 1.

(b) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion F'(q, Q,t) fiir diese Transformation.
Losung:

Um die erzeugende Funktion F'(g, Q) zu bestimmen, driicken wir zunéchst p und
P durch ¢ und @) aus:

qv/mw = Q cos(Qt) + Psin(Qt),
\/% = —Qsin(Qt) + Pcos() =

cos(Qt)gv/mw — Sin(Qt)\/% = Qcos?(Qt) +sin?(Q)] =Q =

[cos(Qt)gv/mw — Q] ,

N,

p(q,Q,t) = = )

sin(€2
P(q,Q,t) = congt) \/% +Qsin(Q)| = sin(lﬁt) [q\/m_ — Qcos(Qt)]

Sy

Wir benutzen

or _oF
- 50



und erhalten

oF v mw

T S oty - Q

= Fl0.Qut) = e | cost@)aviia - Q) + Q.
g—g = _sin(lﬁt) [gv/mw — Q cos(Q21)]

S Fl0.Qu0) =~ v = 3Qeos(n)] + Lo

Dies ergibt:

@1 = 5@ cot(c)
folat) = =550 cot(0),
und somit

F(g,Qut) = ——

= e (1) [(*mw + Q%) cos(Qt) — 2Qqv/mw] .

(c) Geben Sie die Hamiltonfunktion H'(Q, P,t) in den neuen Koordinaten an.

Losung:
gy oF
H =H+ 5%
0 Q
8—]; = —2:%2?22 [(¢*mw + Q%) cos(Q) — 2Qqv/mw] — % (¢mw + Q)
Q
— e [2Qqv/mw cos(Qt) — (¢*mw + Q?) ]
= ﬁmﬂ {2Q [Q cos(2t) + Psin(Qt)] cos(Qt) — [Q cos(Qt) + P sin(Qt)] — Q*}
— 25%(915) {2Q? cos® () — Q° cos? () — P?sin’(Q) — Q°}
= —%(PQ +@Q%).
H = pZ(%nP’ Y + guﬂq?(Q, P,t) + b¢*(Q, P,t) + kq(Q, P, t) cos(§t)
= %mw [—Qsin(Qt) + P cos(Qt)]* + %wzi [Q cos(Qt) 4+ Psin(Qt)]?
2
+ # [Q cos(Q) + Psin(Qt)]* + \/% [Q cos(Q2t) + P sin(Qt)] cos(Q2t)
= % (P*+ Q%) + m:,u2 [Q cos(Qt) + Psin(Qt)]*
+ = [Q cos(2t) + P sin(Qt)] cos(Qt).

3



- b?
H = w p2 2

2 ( +Q)+m2w2
K

e

(d) Nehmen Sie an, dass die Frequenz der Kraft fast resonant ist: 0 < § < w, wobei
0 = ) —w. Vernachléssigen Sie die nichtresonanten Terme mit Frequenzen 22 und
4Q in H'(Q, P,t). Schreiben Sie dann die Bewegungsgleichungen fiir () und P auf.
Was war der Vorteil der verwendeten Transformation?

[Q cos(Qxt) + P sin(Qt)]4

+ (@ cos(§2t) + Psin(§2t)] cos(Qt).

Losung:

[Q cos(Qt) + Psin(Qt)]* = g (P> + Q2)2

—5 (P = Q) cos(262) + PQ (P + @*) sin(20)
1 1
+3 (P* = 6P*Q* + Q) cos(4Q2t) — §PQ (P? — Q%) sin(4Qt)
— g (P? + Q2)2 ,
: Q @ P .
(@ cos(2t) + Psin(Qt)] cos(2) = S t3 cos(2Qt) + P sin(20Q)
N
2
H(Q,Pt) — H(Q,Pt) = . (P*+ Q%) + 3 (P2 + @)+ ———Q
T T 2 8m2w? 2y/mw
Vorteil: keine Zeitabhéngigkeit
Bewegungsgleichungen:
: OH 3b? s
@ = P = —(@-w)P+ 2m2w2P(P +Q).
« OH 3b? 5 K
P= g = O-wQ-gam (P Q) - o



