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1. Das ebene Doppel-Pendel (4+6+4=14 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 1 dargestellte ebene Doppel-Pendel. Z
Beide Massenpunkte bewegen sich nur in der z-z Ebene. Die Mas-

sen der Massenpunkte sind m; und my und die Léngen der mas-
senlosen Stédbe sind /1 und [,. Die Gravitationskraft wirkt parallel

zur z-Achse.

(a) Wibhlen Sie als generalisierte Koordinaten die Winkel ¢; und
¢2. Geben Sie die Matrizen m;; und V;; des allgemeinen
Verfahrens fiir kleine Schwingungen an. Leiten Sie die Be-
wegungsgleichungen fiir ¢; und ¢5 her.

(b) Stellen Sie die Eigenwertgleichung auf und bestimmen Sie die
Eigenfrequenzen. Geben Sie die Normalkoordinaten @)y an.

Abbildung 1.

(c) Betrachten Sie nun das Pendel mit {; = Iy = [. Geben Sie die Eigenfrequenzen und
Eigenvektoren fiir die Grenzfille m; > mo und m; < my an und beschreiben Sie
die Bewegung des Pendels in beiden Fillen.

Lo6sung:

(a). Wir schreiben
Ty =l1sing;, 2z = —lycos gy,

To = X1+ lasingy, 29 = 21 — [y coS @o.

Dann gilt . ‘
.I.'l = llgbl COS¢1, Z.l = llgbl Singbl,

d9 = b1 cOS 1 + lapg COS g, 2o = lyby Sin @y + lachy sin by
Die kinetische Energie dann lautet

1 . . 1 . .
T = le(a:f + 22 + §m2(:c§ + £3)

1 . 1 . .o
= §(m1 +ma)lig; + 3™M2 [lgﬁﬁ + 214y cos(¢pr — ¢2)¢1¢2] :

wobel Wir cos ¢ cos ¢y + sin ¢ sin ¢ = cos(¢; — ¢o) benutzt haben.

Die potenzielle Energie:

U = g(myz1 + mazg) = —(my + ma)gly cos ¢p1 — magls cos ¢s.



Lagrange-Funktion:

L(¢1,¢2,01,00) =T —U = %(ml +mo) 367 + %m2 [lgﬁbg + 21115 cos(1 — ¢2) P12

+  (mq 4+ ma)gly cos g1 + magls cos ¢o. (1)
Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art:
doL oL doL_ oL
dtogy,  O0p1”  dtdg,  Ops
Bewegungsgleichungen'
Mo

¢+ ——— [% sin(¢1 — ¢a) + ¢z cos(¢r — ¢2)} —181H¢1 = 0, (2)

ma +m2 ll

¢2+ [ o7 sin(¢y — da) + ¢y cos(dy — ¢2)} —Slﬂ¢2 = 0. (3)

2

Fiir kleine Schwingungen ¢; < 1, ¢o < 1 konnen die Gleichungen (1), (2) und (3)
linearisiert werden. Das bedeutet, dass wir die folgenden Ndherungen benutzen:

o o &
sin ¢ & ¢1, Singy X Py, cosp ~1— o cos gy = 1 — 3
Dann gilt auch
sin(¢r — ¢2) = @1 — ¢, cos(¢ — o) =1 — (& 2¢2) -
Lagrange-Funktion fiir kleine Schwingungen:
o 1 . 1 . .
L(¢1, ¢2, 01, 2) = §(m1 +mg)lFT + g™m2 [Z;ﬁb% + 21112¢1¢2]
7 3
+ (m1 + mg)gll 1-— ? + m29l2 — ? (4)
1 1
= lel &1 + 5" (l1¢1 + l2¢2>
my + mo)gl magl
— ( ! 5 2)9 1¢ 29 2@252 (m1 + m2)911 -+ m2gl2 (5)
1 .
= 3 Z (mij¢i¢j - ‘/ij¢i¢j> + (ma + ma)gly + magls.
ij=1
(6)
Matrizen m;; und V;:
A (m1 + mg)l% mzlllg S (m1 + m2)gl1 0
m= ( m2l1l2 mgl% ’ V= 0 TTLQQZQ ’ (7)

Bewegungsgleichungen fiir kleine Schwingungen:
mithilfe von Gl. (7), ijw(mlj@ + Vi;0;) =0, ¢ = 1,2, oder aus der Linearisierung
von Gln. (2) und (3) =

b+ ———— 2y + = 0, 8
a2 m1+m2h¢2 Lo (8)

¢2+l—¢51+l—¢2 = 0. 9)
2 2



(b). Eigenwertgleichung;: det(V — w?m) = 0,

V . me _ (m1 + mg)gll 0 2 (m1 + m2>l% mgllég
0 mgglg mglllg m2l2
. (m1 + mg)gll - wQ(ml + mg)l% —w2m2l1l2
- —w2m2l1l2 nglg — w2m2l§

det(V —wim) =0 = [(ml +mg)gly — w?(my +

mg)lﬂ [mggZQ — meglg}

— (—w2m21112)(—w2m2l1l2) =0

lg) + (m1 —+ mg)m29211l2 = 0.

(10)

= wrmymal3l — w?(my + ma)maglila(ly +
Eigenfrequenzen:
W2 = 29
(ll + 12) + \/(ll + l2)2 — 4l1l2m1/(m1 + mg)
2 _ 2g
W2 e

Eigenvektoren (nicht normierte):

Y (Vi —wimy) AP

i=1,2

ma/(my + ms)

(I + 1) — \/(h +15)% — 4lylomy /(my + mz)'

(11)

=0,

ma/(my + my)

AV =l = | AP = b4 (12)
2[2 212
mit
d= \/(ll + l2)2 — 4l1l2m1/(m1 + mg). (13)

Aus den Vektoren Agk) bilden wir die quadratische Matrix a mit Koeffizienten c;:

i =(a;) = (aAV A®)

clmQ/(ml + mz) szg/(ml + mg)

= L—1l—d

2l
Die Koeffizienten ¢; werden aus der Normierung
a’ma =1

bestimmt:

L—1l+d
21y

c - {2(m1 + mz) 1
! meo ml(ll — l2)2 + m2<l1 + l2)2 +d

1/2
[ll(mg — ml) + 12(m1 + mg)] } ’

c . {2(m1 +m2) 1
2 meo ml(ll — l2)2 + mg(ll + l2)2 —d

1/2
[ll(mg — ml) + lg(ml + mg)] } .



Normalkoordinaten:

5:(22):&(82):&@ = Q=a'¢.

ma=1 = a'=a"m = Q=ad"me.
Deswegen erhalten wir:
O = 2 [zl(z1 + 1+ d)gy + (zl +1y — Wm%l;nz + d) qsg] L (14)
Q2 = 02;712 [ll(ll +l—d)r + 1 (ll + s — mlmTlllmz - d) ¢2} : (15)
(c). Fiir [ = Iy = [ erhalten wir aus Gln. (10) und (11):
s o (16)

e T

Fiir my > mo gilt

Das bedeutet, dass die Masse my fast ruhig ist, und die Masse mq oszilliert mit der
tiblichen Frequenz \/g/1.

Fiir m; < mo gilt
g/l g

~

1+ [1—m/(2my)] ~ 21

2
wlN

und
9/ 9/ _ 2gmy

L1 —mjms  L—[—m/@my)] L my

Die erste Mode (w;) entspricht einem Pendel der Lénge 2{. Fiir diese Mode gilt as ~ ay,
d.h., dass das Doppel-Pendel sich wie ein einzelnes Pendel der Lange 2I bewegt. Fiir
die zweite Mode (ws) gilt as &~ —a;. Das bedeutet, dass die Masse my ungefiihr in Ruhe
bleibt und m; schwingt.

wa &

. Pendel mit bewegtem Aufhingepunkt. (34+4+-5=12 Punkte)

Ein ebenes Pendel mit der Masse m und Fadenlénge [, dessen
Aufhidngepunkt (der die Masse M besitzt) sich entlang einer ho-
rizontalen Geraden frei bewegen kann, ist rechts abgebildet. Ge-
sucht sei die Frequenz der Schwingungen des Systems.

freie Bewegung

(a) Benutzen Sie ¢ und x (s. Abb. 2) als verallgemeinerte
Koordinaten und geben Sie die Lagrange-Funktion, die
Energie und die Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-
Gleichungen) fiir dieses System an.

Abbildung 2.

(b) Zeigen Sie, dass die horizontale Komponente des Schwerpunktimpulses (P,) eine
Erhaltungsgrofie ist. Setzen Sie P, = 0 und eliminieren Sie die zyklische Koordinate
in der Bewegungsgleichung und Energie.



(c) Betrachten Sie zunéchst den Fall kleiner Schwingungen. Geben Sie die Normalko-
ordinaten (J; an und bestimmen Sie die Frequenzen der Schwingungen. Was ergibt
sich im Limes M — oc0?

5 Bonuspunkte: Betrachten Sie nun den Fall einer beliebigen Schwingungsamplitude
Vmax- Bestimmen Sie aus der Energieerhaltung die Schwingungsdauer des Pendels
als Integral iiber die nicht-zyklische Koordinate.

Lo6sung:

(@), T= S M+ 2B (e b cargp) o T (0 ging)
= Mimge | —m€<f + md X cofp
U = mgl (4= corp)
L=T-U

E=T+U
Sike ﬁ’i[wm))umwcoscp]:o
Fr K jﬁjmﬂw-ymexwhpj — mgfg,m m*/)ztf;a'fv""f
(b) X -~ 'a}/kfeifvﬁ
_d/Pz =0 PX:(A/HW;,\;')“M?(P'CO{Q
at ’ “
= M+ /né!+wwﬂ(’)’“ P( i pi)
" X - k'om uewte.
o lm) nwipulses

. . x er Jeps
=0 — xX=- e L oy .

— = M (/%m)zez “arly + Dot~ ,Wmf ¢ ety +mot liosy)
S e[ A gl )
Rewepuuks gleichenng
o (0w Foong) = = g sing =k sin

At [w “’ﬁmwﬂ‘f’)} =T 83’"“7’+;h;:/95"caf90my




(c). Kleine Schwingungen (¢ < 1):

; M N gM+m
= — w = —- .
M+m? ™~ 9 Y

Um Normalkoordinaten anzugeben, verwenden wir das allgemeine Verfahren fiir kleine
Schwingungen (z; = z und x5 = lp):

1 1
L,p,d,9) = 5 [(M+m)if +mi} + 2minis) — 5 —0a
|2
= 3 > iy — Vigmiry)
ij=1
wobei
. M+m m . 0 0
m—( + m), V—(Omg/z) a7)
Eigenwertgleichung:
‘7 . wgm _ 0 O . wg M +m m
0 mg/l m m
B —w?(M +m) —w?m
N —w?m mg/l — w?m
det(V —w?in) =0 = —w*(M +m) (mg/l — w?m) — (—w’m)* =0
= WH(M +m)(mg/l — w*m) + w?*m? = 0.
Eigenfrequenzen:
wi = 0, (18)
M+mg
2
= 2 1

AL — (1>7 A(2):< L ) (20)
0 1+ M/m

Aus den Vektoren AE’“) bilden wir die quadratische Matrix a mit Koeffizienten c;:

~ C C:
a=(ay) = (0114(”,62A(2))=<01 —c2(1—l—2M/m))'

Die Koeffizienten ¢; werden aus der Normierung

an = (0 ) OIS )

- ( R ch<13M/m> ) -



bestimmt:

1 m
Cc1 = , Co =
YT M ym M(m + M)
Somit erhalten wir
1 m
a (a ) o VM+m M(M+m)
o £ - M+m
0 M+m
Normalkoordinaten:
Q1 _ d_l T _ aTm X1 _ M +m M+m X1 —
Q- ) D) 0 — MLer T
m m
= VM+ma + ——— 2o =VM+m z + ——— lop, 21
O ! m 2 R (21)
Q2 = M+m M+m lo. (22)

Fir M — oo erhalten wir:

Wy = \/g = (23)

harmonische Schwingungen des gewdhnlichen Pendels.

5 Bonuspunkte:
Reielige  Amplibude oy

img?kf;z[{_%mwje(f]_k%[{_wj?): E = L%z:_ E- mgf{-cosp)
—me [4-

=Py <= G=0 > B= myl [{-ct fuay )

$5 = g% At
¢

Schwingungsdauer T, {1— M o 6@2(’0
}Wﬂ e ] o'y
T.= 4 2 =y Sﬁ_ e
7 o 4 23 § ctp - COJCP,MM
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3. Asymmetrisches dreiatomiges Molekiil (34+54+6=14 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 3 skizzierte Model fiir ein dreiatomiges lineares Molekiil.
Die drei Atome der Masse m; = my = m und ms = M sind iiber zwei Federn der
Federkonstanten k£ und 2k miteinander verbunden und kénnen sich nur entlang der
Molekiilachse bewegen. Der Gleichgewichtsabstand zwischen benachbarten Atomen sei
[. Die Auslenkungen aus den jeweiligen Ruhelagen werden mit x; (i = 1,2, 3) bezeichnet.

Abbildung 3.

(a) Geben Sie die Lagrange-Funktion des Molekiiles und die zugehorigen Matrizen m;;
und V;; an.

(b) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und zugehérigen Eigenvektoren. Was ergibt
sich im Limes M — 00?

(c) Betrachten Sie nun den Fall M = 2m. Geben Sie die Normalkoordinaten @)} und
die allgemeine reelle Losung an.

5 Bonuspunkte: Bestimmen Sie mithilfe der obigen allgemeinen Lésung die spezielle
Losung mit den Anfangsbedingungen x1(t = 0) = x5(t = 0) = 0, z3(t = 0) =1
und Z(t = 0) = 0.

Lo6sung:

(a). Die Langrange-Funktion des Molekiiles lautet:

m . ) M . k
L=% (47 +43) + 7$§ - 5(@ —x1)% = k(zs — x2). (24)

Dies lasst sich auch schreiben als
Y N S 1 .
L= 5 < ma — Vx) =5 %j [mijdidy — Vijoirg]

mit den beiden (symmetrischen) Matrizen

m 0 0 ) k- —k 0O
m=|0 m 0 und V= |-k 3k =2k
0 0 M 0 =2k 2k
(b). Eigenwertgleichung:
k—w?m —k 0
0 = det —k 3k —wm —2k
0 —2k 2k — w?M

= (k—wm)(3k — w?m)(2k — W M) — k*(2k — w*M) — 4k*(k — w*m)
= —w? [MmPw* — 2km(2M + m)w® + 2k*(M + 2m)] .



Eigenfrequenzen:

w = 0,
k 2M 2M?
2 = —|1+7=—4/1
“2 M( +m +m2>’
k 2M 2M?
= —|1+= 1
w3 M( —l—m—l— +m2)

1
AD = 1],
1
1
m m?2
A® = —1-3+\2+3s ’
m? m m?2
w - u\ 2T
1
m m?2
2 2

Limes M — oo:
w: = (2-V2k/m, wi=2+V2)k/m.

(c). Fiir M = 2m erhalten wir:

und
1 1 1
AL — 1|, AR — 0 , AB) — 3
1 —1/2 1

Aus den Vektoren Agk) bilden wir die quadratische Matrix ¢ mit Koeffizienten ¢;:

C1 Co C3
a= (aij) = (ClA(l), CQA(2), CgA(S)) = C1 0 —3C3
C1 —02/2 C3

Aus der Normierung

m 0 0
am 1o m 0 la=1
0 0 2m

—~



bestimmen wir die Koeflizienten ¢;:

= — =1/— = — 34
(&1 2\/ﬁ’ &) 3m7 C3 2\/3—m ( )
und erhalten
1 [2
2,/m 3m  2¢/3m
a=| L o _B (35)
2\{5 . 21\/5
2/m  Vem  2v3m
Normalkoordinaten:
Q=a"mz = (36)
m
Q1 = g(% + 5 + 213), (37)
2m
Q2 = ?(5101 — 13), (38)
m
Qg = %(1‘1 — 31’2 + 2$3) (39)
Losung mit w? = 0: In Normalkoordinaten lautet die enstprechende Gleichung
Q1 +wiQ1 =01 =0
und damit ist die Losung gegeben durch
Q:1(t) = Bt +
was einer gleichformigen Bewegung des gesamten Molekiiles entspricht.
Die allgemeine Losung:
1 1 1
Zt)= 1] (Bit+a1)+ | 0 | Bacos(wat+ o)+ | =3 | B3cos(wst + ag) (40)
1 —1/2 1

mit den sechs reellen Konstanten «a;, 5; (i = 1,2,3). Es sind sechs Konstanten, da wir
es mit drei Differentialgleichungen zweiter Ordung zu tun haben.

5 Bonuspunkte:
Die beiden Randbegingungen fithren auf die Gleichungen

ay + P cos(az) + f3cos(asz) =0, (41)
oy — 3P3cos(az) =0 (42)
a — %COS(OQ) + B3 cos(ag) =1, (43)
B1 — Bawy sin(ag) — Baws sin(az) = 0, (44)
B + 3[3ws sin(ag) = 0, (45)
Bi + %wg sin(aw) — Baws sin(ag) = 0. (46)



GL (41)+GL (42)+2x GL (43) = o =1/2.
Gl (42) = pB3cos(az) =1/6.

Gl (41) = pBycos(ag) = —21/3.

Gl (44)4+Gl (45)+2x Gl. (46) = 1 =0.
Gl (45)

= ﬁgSiH(O&g)ZO = a3=0 = ﬂgzl/6

Gl (46) = 62 Sin(OéQ) =0 = ay=0 = 62 = —QZ/B

Spezielle Losung:

(N af ! z
iE(t)ﬁ(})—g _;)/2 COS( k/mt>+6

1

1

3) Ccos (2 k/m t) :



