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1. Foucault-Pendel (8+7+5=20 Punkte)

Ein mathematisches Pendel befindet sich in einem Punkt P der Nordhalbkugel der
Erdoberflache mit der geographischen Breite ¢. Wenn die Erddrehung vernachléssigt
wird, werden die Pendelschwingungen bei kleinen Auslenkungen durch die folgenden
Differentialgleichungen beschrieben:

T = —wgml, Ty = —ngg.
Hier zeigen die é;5-Achsen tangentiell zur Erdoberfliche in P (z.B., é; nach Siiden
und é; nach Osten), und die é3-Achse senkrecht zur Erdoberfliche in P nach oben.
Insbesondere, mit den Anfangsbedingungen z5(0) = 0, #2(0) = 0 und beliebige z1(0),
t1(0) schwingt das Pendel ausschlielich in der z;z3-Ebene.

Die Aufgabe ist, den Einfluss der Erddrehung auf die Pendelschwingung zu berechnen.
Es ist angenommen, dass die Frequenz der Erddrehung w = 27/(24 Std) viel kleiner als
wo ist.

(a) Geben Sie die (gekoppelte) Differentialgleichungen fiir 1 und 3 in dem rotierenden
(nicht-inertialen) System an, das mit der sich drehenden Erde fest verbunden ist.
Nutzen Sie dazu die aus der Vorlesung bekannten Transformationseigenschaften
von Geschwindigkeiten und Basisvektoren unter Rotationen.

(b) Fiihren Sie die komplexe Koordinate w = x1+ix5 ein, und reduzieren Sie damit das
System der Differentialgleichungen auf eine komplexe Differentialgleichung. Losen
Sie diese Gleichung mit dem Ansatz w(t) = Ce™.

(c) Bestimmen Sie mit welcher Winkelgeschwindigkeit sich die Ebene dreht, in der das
Pendel schwingt. Um wieviel Grad pro Stunde dreht sich die Schwingungsebene
eines Foucault-Pendels in Karlsruhe (¢ = 49°)? In welche Richtung?

Losung:

(a). Wir wihlen die Gleichgewichtslage des Pendels als Position des Ursprungs des
rotierenden Koordinatensystems (RS), s. Abb. 1. Wir bezeichnen die Position des Mas-
senpunktes in RS als

F/ = l‘lél + $2é2 + $3é3.

Im inertialen Koordinatsystem (IS) schreiben wir die Gleichgewichtslage (Ursprung von
RS) als

FO = xoém + yoéy + Zoéz

und die Position des Massenpunktes als



~

Abbildung 1.

Bei der Zeitableitung eines Vektors, der in einem rotierenden Bezugssystem gegeben ist,
muss die Winkelgeschwindigkeit & = w,é, des Bezugssystems beriicksichtigt werden:
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die Geschwindigkeit des Massenpunktes in RS ist. In unserem Fall gilt: vp = & x 7.
Somit erhalten wir
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die Beschleunigung in RS ist. Da & zeitunabhiingig ist (J = 0), erhalten wir
i = d'+20x 0 +d x[Jdx7]

= a'4+d X [d X7 +20 x U +d x [&x 7] (7)

Der Beitrag & x [ x 7] bestimmt die Gleichgewichtslage des Pendels in der Gegenwart
der Erdrotation. Fiir die kleine Auslenkungen 7 aus der Gleichgewichtslage erhalten
wir die folgende Differentialgleichung:

a' +20 x T+ x [@x 7] = —wii’. (8)
Die Winkelgeschwindigkeit & in RS ist durch
W= wlél + w2é2 + W3é3

gegeben, mit (s. Abb. 1)

w1 =—wcosp, we=0, ws=wcos <g—gb> = wsin ¢. 9)
Es folgt :
— —/ / / / . dx?
(WX T)] = wovy — wavy = —w3vy = —wsin (b%, (10)
V3] 5 dr
(W x )y = w3v) —wivy "~ wiv] = wsin ¢d—tl, (11)
d
(DX T3 = wivg —wv] = Wity = —w COS ¢%. (12)
und
Gx[@x7] = &(F-7) — 7w = F(wiz) + wszs) — 7w’ (13)

Fiir wy > w wird der Beitrag von d. = 20 x 0" (sogenannte Coriolisbeschleunigung) viel
grofler als der Beitrag von @, = & x [J x 7] (sogenannte Zentrifugalbeschleunigung):

Qe ~ wWwor’ > a, ~ w2r'.

Aus diesem Grund vernachlassigen wir die Zentrifugalbeschleunigung. Deswegen erhal-
ten wir die gekoppelte Differentialgleichungen fiir 1 und x5 in RS:

d;;l = —wir; + 2wsin ¢%, (14)
% = —wiry — 2wsin gb%. (15)

(b). GL (14)+i Gl. (15) =
W + 2iw sin i + waw = 0, (16)

wobel w = x; + ixy. Mit dem Ansatz

w(t) = Ce™



erhalten wir
—A - 2wsingpA +wi=0 =
A= —wsing £ y/w?sin? ¢ + w2 ~ —w, £ wo. (17)
Die allgemeine Losung:
w(t) = c1e™M! 4 cpetet = emiwtsing (clei“’ot + CQe_i“’Ot) (18)
oder explizit fiir z1 und xs:

z1(t) = Rew(t) = |c1] cos(wot — witsin ¢ + ¢1) + |ca| cos(wot + wisin g — ¢2), (19)
zo(t) = Imw(t) = |c1|sin(wot — wtsin g + 1) — |ca| sin(wot + wisin g — ¢s), (20)

wobei ¢ 9 = |¢1 2]€"2 durch Anfangsbedingungen bestimmt werden.

(c). Der Faktor e~®sin¢ in Gl. (18) beschreibt die Drehung der Ebene der Pendelschwin-
gung mit Winkelgeschwindigkeit

: 2
w3 =wsin¢ = ~ 21 S sin ¢.
Karlsruhe:
2 21 0.755
= in(49°) ~ ———0.755 = 360° =11.3° Stunde. 21
“s = 5rsea S0 = G 24 Std pro Stunde.  (21)
. Drehmatrizen (646+8=20 Punkte)

Ein Zusammenhang zwischen den Komponenten von Vektoren in zwei Koordinatensy-
stemen ist durch eine Matrixtransformation der Koordinaten

3
¥ =Dx oder z;= g D;jx;
=1

gegeben. Eine beliebige Drehmatrix D kann wie folgt durch die eulerschen Winkel pa-
rametrisiert werden: D(p,0,1) = D(2,¢)D(z,0)D(Z, ¢), wobei

cos sinae 0 1 0 0
D(z,a)=| —sina cosa 0 |, D(@,a)=| 0 cosa sina
0 0 1 0 —sina  cosa

die Drehung um die 2z- bzw. x-Achse beschreiben.

(a) Finden Sie durch explizite Matrixmultiplikation die Drehmatrix D(¢p, 6, ). Berech-
nen Sie D" (p,0,4)D(p,0,%) und det(D(p, 0, ).

(b) Finden Sie die Drehmatrix D(y, «) fiir eine Drehung um einen Winkel o um die
y-Achse im raumfesten Koordinatensystem. Finden Sie die eulerschen Winkel fiir
D(3, a). Bestimmen Sie DT (g, a)D(3, ) und det(D(g, «)).



(c) Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit w; = & - é; im korperfesten Koordi-
natsystem sind durch die eulerschen Winkel ¢(t), 8(t), () als

wyp = @sin@sinw—i—écosw, wy = psinf cos P —fsiney, wy= ¢+gbcos€

gegeben. Zeigen Sie, dass

W] = ZD3jD2j, Wy = ZDljD3j7 Wz = ZDQJ'DIJ'
- : §

J J

gelten, wobei D (¢(t),0(t),1(t)) die Komponenten der Drehmatrix sind.

Losung:

(a). Das Produkt der Matrizen D(p,0,1) = D(2,v)D(z,0)D(Z, ) lautet ausgeschrie-
ben

cosy siny 0 1 0 0 cosp sing 0
D=1 —siny cosy 0 0 cosf siné —sing cosy 0
0 0 1 0 —sinf@ cosf 0 0 1

Dies ergibt als Zwischenschritt

costy  sintcosf sinysind cosp sing 0
D= | —sinYy costcost cosysinf —siny cosy 0
0 —sinf cos f 0 0 1

und schliefllich

cos ( cos Y — sin ¢ cos f sin ¢ sin p cos Y + cos p cosfsineyy | siny sin 6

D=1 —cospsiny —sinpcosfcosy | —sin psin + cos ¢ cos b cos) | cos ) sin b
sin fsin —sinf cos ¢ cosf
Nun schreiben wir
D¥(,0,v) = D*(2,9) D" (2,0) D (2,7)
und dann
D"(,0,4)D(p,0.¢) = D" (2,9)D"(,0) D" (2,4) D(,4) D(2,0) D(2, ).
Zunéchst berechnen wir explizit
cosy —siny 0 cos siny 0
DT(2,4)D(2,¢) = sin cosy 0 —siny  cosy 0O
0 0 1 0 0 1
cos? ) + sin® ¢ cossiny —siny cosy 0
= sin v cos Y — cos Y sin Y sin? ) 4 cos? ¢ 0
0 0 1
100 )
= 010 |=1 (23)
0 01



und

1 0 0 1 0 0
DT (#,0)D(2,0) = | 0 cosf —sinf 0 cosf sind
0 sinf cosf 0 —sinf cosd
1 0 0
= 0 cos? 6 + sin? 6 cosfsin@ — sin 6 cos O
0 sinfcosf — cosfsinf sin? @ + cos? 6
1 00 )
0 01

Somit erhalten wir DTD = I :

D"(¢,0,9)D(¢,0,4) = D'(2,¢)D"(2,0) D" (2,4)D(%,¢) D(2,0)D(%,¢)

Gl (?3) i
= D'(%,¢)D"(2,0)D(2,0) D(2,9) = D" (2,9)D(Z, p)
Gl ?21) I Gl ?2;): I
100
= lo1o0 (25)
00 1

Mit dem Multiplikationssatz fiir Determinanten folgt
1 = det(I) = det(DTD) = det(D7)det(D) = (det(D))?

und damit muss

det(D) = £1
gelten.
Explizit:
det(D(p, 0,4)) = det(D(2,1)) det(D(%,0)) det(D(Z, ¢)), (26)
wobei
det(D(2,%)) = cos’¢ — (—sine)siny = 1 = det(D(2, ¢)), (27)
det(D(2,0)) = cos?’0 — (—sinf)sinf = 1. (28)
Es folgt:
det(D(p,0,1)) = +1. (29)

Man nennt die Menge der Drehmatrizen (orthogonalen Matrizen mit Determinante +1)
die spezielle orthogonale Gruppe SO(3).

(b). Ein positiver Winkel a beschreibt eine rechtshéndige Drehung um die y-Achse. Die
Transformation bei der Drehung lautet also

¢ =é,cosa + é,sina, e, = —é,sina+ é, cosa



und entsprechende Matrix

cosa 0 —sina
D(g), a) = 0 1 0 . (30)

sinawa 0 cosa

Der Vergleich mit dem Ergebnis von Aufgabe 2(a), Gl. (22), zeigt, dass die Drehung um
die y-Achse durch folgende Euler-Winkel erreicht wird ¢ = 7/2, 6 = a;, und ¢ = —7/2:

D(g,a) = D(1/2, o, —7/2).

Es folgt damit:

Gl (25)
D¥(g,0)D(g,a) =1 (31)
und
GL (29)
det(D(y,a)) =" +1. (32)

(c). Wir berechnen wy =}, D3;Dy;. Dazu brauchen wir

D3y sin # sin ¢
D3y | = | —sinfcosy
D5 cos f
und
Doy — cos psin 1) — sin ¢ cos 6 cos ¢
d d . .
7 Do = = — sin ¢ sin ) 4 cos ¢ cos € cos P
Do3 cos 1) siné

. sin p sin 1) — cos ¢ cos 6 cos
= ¢| —cospsiny — sin pcosl cosy

0
. sin  sin 0 cos Y [ —cospcosy + sin g cos b sin
+ 0| —cospsinfcosy | +Y| —sinpcosy — cosypcoslsiny
cos v cos —sinesin 6

Multiplizieren ergibt

¢ [sin @ sin p (sin @ sin ¢ — cos ¢ cos # cos V)

w1

sin € cos ¢ (cos p sin ¢ + sin ¢ cos 6 cos )]

O[sin 0 sin p sin p sin 6 cos 1 + sin 0 cos ¢ cos @ sin 0 cos P + cos 6 cos 1 cos 0]

[sin 0 sin (— cos p cos 1 + sin p cos @ sin )

+ + + +

sin 6 cos p(sin @ cos ¥ + cos ¢ cos O sin ) — cos 6 sin 1) sin 6.

Dies ergibt

w1 = P[sinf(sin® ¢ + cos? ) sin Y]
+  [sin 62 (sin® ¢ + cos® ) cos Y + cos® B cos V]
+  4[sin O(sin’ ¢ 4 cos? ) cos O sin ) — sin A cos O sin Y]
= ¢sinfsine + fcostp(sin?f + cos?h) =



wy = dsin b sin e + 0 cosp. (33)

Wir berechnen nun wp =, D1;D5;. Wir schreiben

D1y cos ( cos Y — sin ¢ cos O sin ¢
D1y | = | singcosty + cospcosfsin
D3 sin @ sin 1
und
d D3y sin # sin ¢ [ cospsind ' sin @ cos 6
7 D3s = = —sinfcose | =¢| sinpsinf | +60| —cosepcosb
Dss cos 0 —sin#

Deswegen erhalten wir

wy = ¢[(cospcosth — sinpcosfsin ) cos @ sin b
+ (sinpcost + cos p cosfsin ) sin @ sin 0]
+ 0[(cos p cos ) — sin ¢ cos @ sin 1)) sin p cos 0
— (sinpcost + cos p cos @ sin1)) cos @ cos f — sin @ sin 1) sin 0]

= [(cos? p + sin? @) cos ¢ sin O] — O](sin? p + cos? @) cos? Osin ) + sin’ § sin 1))

und damit

wy = dsinb cosy) — Hsin . (34)

Schlielich berechnen wir w3 = > ; ngDlj. Wir nutzen

Dy — cos psin ¢ — sin ¢ cos 6 cos
Doy | = | —sinpsiny + cospcosf cosy
Dos cos 1 sin 6
und
Dy, cos ( cos Y — sin ¢ cos 0 sin ¢
d d . .
= Dy = = sin ¢ cos ¥ + cos p cos 0 sin Y
D13 sin # sin 1/}

— sin p cos ¥ — cos ¢ cos f sin ¢
= ¢| cospcosy —sinpcosfsiny
0
sin  sin @ sin ¥ — cos psin ¢ — sin ¢ cos 6 cos
+ 0| —cospsin@sing | 44| —sinpsine + cos ¢ cos b cos
cos 6 sin ¢ sin € cos



Es folgt:

w1

+ + |

¢ [(— cos @sinty — sin p cos 0 cos 1)) (— sin @ cos ) — cos @ cos 0 sin 1))
+ (—sin @ sin ¢ + cos  cos 6 cos 1) (cos p cos Y — sin @ cos O sin )]
9[—(cos @ sin + sin ¢ cos @ cos ¥) sin p sin 0 sin ¢

+(sin @ sin ) — cos ¢ cos O cos 1) cos p sin @ sin 1) + cos 1 sin 6 cos 6 sin V]
’l/'J[(COS psint + sin ¢ cos 6 cos ) (cos @ sin 1 + sin @ cos 0 cos 1)
+(sin @ sin ) — cos ¢ cos O cos 1) (sin @ sin 1h — cos p cos  cos )

+ cos ) sin 0 sin 0 cos Y]

P[(cos®  + sin? ) (sin? ¢ + cos? 1) cos 0]

0]—(sin® ¢ + cos® ) sin 6 cos 0 cos 1) sin 1 + sin @ cos 0 sin 1 cos ]
Y[(cos?  + sin? @) (sin 1) + cos? O cos® 1) + sin® § cos? )]

$cosf + P(sin® ¢ 4 cos? 1)) =

w3 = 1/) + QBCOS . (35)



