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1. Beschleunigte schiefe Ebene (2+2+4=8 Bonuspunkte)

Betrachten Sie einen Massenpunkt der Masse m, wel-
cher sich auf einer schiefen Ebene befindet. Die Gra-
vitationskraft wirkt parallel zur z-Achse. Die schie-
fe Ebene habe einen konstanten Neigungswinkel o
gegeniiber der Horizontalen und werde in positive z-
Richtung mit konstanter Beschleunigung a beschleu-

nigt, d.h. x¢(t) = at?/2 (s. Abbildung).

(a) Finden Sie die zugehorige Zwangsbedingung A(z, z,t).
Losung:

Es gilt
z

zo(t) — x

und damit lautet die Zwangsbedingung

=tan«o

Az, z,t) = zcosa — [zo(t) — z]sina = 0.

(b) Schreiben Sie die Lagrange-Gleichungen 1. Art auf.

Losung:
Zwangskraft: B B

Z = Nt)VA(z, z,t) = A(t)(é,sin o + €, cos ).
Bewegungsgleichung:

mr = F,+Z=—mgé, + \t)VA(z,z,t) =
mx = Asina,

mzZ = —mg+ Acosa.

Dies wird ergénzt durch die Bedingung A(z, z,t) = 0:
zeosa = [xo(t) — x| sin av.

(c) Bestimmen Sie aus diesen Gleichungen den Wert der Beschleunigung a. = a.(a),
so dass der Massenpunkt auf der schiefen Ebene in Ruhe bleibt?

Losung:



Elimination von \ ergibt:

Zcosa — Zsina = gsina. (%)
Damit der Massenpunkt in Ruhe bleibt, muss

Z2=0
gelten (er darf also keine Beschleunigung erfahren). Aus der zweifach zeitlich ab-
geleiteten Zwangsbedingung
Z(t)cosa — [a — &(t)] sina = 0

erhélt man die Bedingung

(a—Z)sina=0 = a,=12.
Einsetzen dieser Bedingung in Gl. (*) liefert das Ergebnis:

a.(a) = gtana.

2. Sphérischer Oszillator (5+4+6=15 Bonuspunkte)

Betrachten Sie einen sphérischen Oszillator, d.h. ein Teilchen der Masse m in drei
Raumdimensionen im parabolischen Potential

U(r) = mw 22,

(a) Schreiben Sie die Lagrangefunktion des Oszﬂlators in kartesischen Koordinaten auf.
Benutzen Sie dann eine der Erhaltungsgrofien (nicht die Energie) um die Anzahl
der Freiheitsgrade der Lagrangefunktion zu reduzieren.

Losung:
Lagrangefunktion:

L(%Z/?Zax',l'la Z) = % (.1’2 + 3)2 + 22) - %WQ(ZUz —|—y2 + 22).

Erhaltungsgrofien: die Energie E (das Potential ist zeitunabhéngig) und der Dre-
himpuls L (Rotationsymmetrie).
Weil L erhalten ist, bewegt sich das Teilchen in einer Ebene senkrecht zu L. Wéhlt

man die z-Richtung parallel zu L so liegt 7 immer in der xy-Ebene, ebenso wie 7.
Damit lautet die Lagrangefunktion in kartesischen Koordinaten

Lo =T (8 4+ 57) - T

(b) Geben Sie die allgemeine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen an. Bestimmen
Sie die Bahnkurve des Teilchens im Allgemeinen.

(* +y°).

Losung:
Bewegungsgleichungen (E parallel zu é,):

i+wir=0, j+wy=0.
Deren allgemeine Losung ist durch
r =acos(wt+ «), y=bcos(wt+ )

mit vier Konstanten a, a, b, 3, gegeben. Im Allgemeinen ist die Bahnkurve also eine
Ellipse.



(c) Schreiben Sie die Hamiltonfunktion des Oszillators und die entsprechenden kano-
nischen Bewegungsgleichungen in Kugelkoordinaten auf.

Losung:
Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten:

L(r,0,¢,7.0,0) = %(7‘2 + 1267 + r2sin® 0¢?) — %wQTQ.

Verallgemeinerte Impulse:
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Kanonische Bewegungsgleichungen:
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3. Scheibe und Klebertropfen (7 Bonuspunkte)

Eine diinne horizontale homogene Scheibe mit Masse M und Radius R kann sich rei-
bungsfrei um ihre (vertikale) Achse drehen. Zunéchst hat sie die Winkelgeschwindigkeit
w. Ein Klebertropfen der Masse m = M /10 féllt vertikal auf die Scheibe im Abstand
r = 3R/4 von der Achse und bleibt kleben. Finden Sie die neue Winkelgeschwindigkeit
der Scheibe. Welchen Erhaltungssatz haben Sie benutzt?



Losung:
Tréagheitsmoment der Scheibe:
M R 1
O = —2 RARR* = ~MR?.
ST IR /0 2

Klebertropfen:

M (3R\* 9
=mr’=—(—| = —MR*.
O =mr =15 < 1 ) 160
Drehimpulserhaltung:
wOs =uw'(Os+OF) =
, Os 1/2 80
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