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1. Das ideale Bose-Gas in der Nihe der kritischen Temperatur:

Wir berechnen die Teilchenzahl
N = ZnB ) =Zeek o
k
und auflosen mach p.

In der Nahe der kritischen Temperatur T ~ T, ist die Anzahl der Bosonen im Grund-
zustand klein, sie wird hier vernachlassigt. Wir konnen deshalb direkt die Integraldar-
stellung verwenden:
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Am Phaseniibergang bei T, ist u = 0, oberhalb von T, wird p < 0, ist aber immernoch
klein, es bietet sich also an, n(x) in kleinem g zu entwickeln. Leider funktioniert eine
naive Entwicklung um g = 0 nicht, weil man divergente Integrale erhélt. Das Problem
kann auf zwei Arten gelost werden: entweder man integriert und erhélt eine Darstellung
N < g3 /2(6“/ T), die man dann in kleinen p entwickeln kann; oder man macht eine
Abschétzung des Integrals fiir kleine p.

Losung 1
Das Integral fiir die Teilchendichte ergibt

_ 93/2(2) r=eMT g = 27
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Eine Reihenentwicklung fiir gs/»(2) kann man entweder in der Mathe-Biicher finden,

g32(2) = Ligpa(2) = gao (7)) R T(=1/2)v/—p/T +((3/2) + ((1/2)n/2+ O(1%),

oder selbst berechnen:
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sodass
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Jetzt konnen wir die Teilchendichte um 7" = T, entwickeln:

N — g32(1) n 393/2(1)5_T 2wz

A3 203 T, A3

wobei

Ae = A1, = 2—7T, 0 =T —T.(n), Sr=1-zm -t

mT.(n) T.(n)
Am Phaseniibergang T' = T, gilt n = n(7.) und zwar
_ 9321
A2
Es folgt )
0z = % {93/2(1)(%1 = p= —%(T_T(:T(:)Qgg/z(l)-

Losung 2

Wir fithren no(7) ein als die Teilchenzahl, die das System im Gleichgewicht bei T' > T..
hétte, wenn weiterhin p = 0 wére

~g3p2(1)
no(T) = N

Am Phaseniibergang T = T, gilt n = n(T,) und zwar

T\%? 27T( n )2/3
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Die Teilchenzahl n konnen wir jetzt mit ng schreiben als

[e.e]
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Da ngo(T) fiir T > T, anwéchst, aber n konstant ist, stellt sich x so ein, dass der zweite
Term im obigen Integral das Wachstum von ny kompensiert. In der Region € > p ist
die Differenz (und damit das Integarl) klein. Der Hauptbeitrag zum Integral kommt
deshalb aus kleinen € ~ p < T'. Wir entwickeln dann die Exponentialfunktionen
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Jetzt kdnnen wir das Integarl einschétzen als

wl
de————— = =T/ |u|.
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Das kénnen wir in die Teilchenzahl einsetzen und das Ergebniss nach p auflsen:

ATV N = _er (no(TT)— n)Q‘

In der Néhe von T, ist das gleich als das Ergebniss der Lésung 1.



2. Bose-Einstein-Kondensation I:

Die Warmekapazitét ist als eine Ableitung der inneren Energie definiert:

c f— a_U
Yo\ar ),

Die innere Energie ist (fiir spinnlosen Teilchen)
U= ZeknB(ek).
k

Da die Teilchen im Grundzustand (e = 0) nicht beitragen, kénnen wir die Summe als
Integral berechnen
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wobei
95/2(2) = Lis 2(2), z=eT
Die Warmekapazitét ergibt sich zu

o — {(15/4)>\c?395/2(1)a T<T,
U5/ g50(2) — (B/2AF2 (1/T)gsso(2) + (3/2)A5*(Ou/0T) gao(2), T > T..

Es gibt also einen Beitrag oc Opu /0T zur Wiarmekapazitit. In der Ableitung dcy /0T gibt
es weitere Beitrage dieser Art, die insbesondere fiir den Sprung Ac’ verantwortlich sind.
Der Beitrag aus dem ersten Term wird durch einen identischen Beitrag aus ¢y (T < T¢)
gekiirzt. Der zweite Term verschwindet bei T' = T, (wobei u = 0). Der einzige Term der
zum Sprung beitrigt ist der, bei dem die T-Ableitung auf du /0T wirkt.

Wir erhalten bei T' =T,
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wobei wir das chemische Potential als Funktion der Temperatur, siehe Aufgabe 1, be-
nutzt haben.



3. Bose-Einstein-Kondensation II:

Die Bose-Einstein-Kondensation enspricht eine Makroskopische Teilchenzahl im Grund-
zustand. Wenn die Gesamtteilchenzahl gegeben sei, konnen wir die kritische Temperatur
finden als

1
N = Z v il T.(N),

wobei €, sind die Einteilchenenergien (mit dem Nullpunkt im Grundzustand). Bei nied-
riger Temperaturen berechnen wir die Zahl der Teilchen, die nicht im Grundzustand
sind (d.h. mit €, > 0), mithilfe der ahnlichen Summe mit @ = 0:
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wobei v(€) die Zustandsdichte ist. Wenn das Integral konvergiert, dann haben wir fiir je-
de Temperatur eine bestimmten Zahl von Teilchen in alle Zustdnde mit ¢ > 0. Wenn die
Gesamtteilchenzahl grofler als Ne~o(T') ist, dann finden wir eine Makroskopische Teil-
chenzahl im Grundzustand. Wenn das Integral divergiert, ist dann die Bose-Einstein-
Kondensation unmoglich.

(a) In einem harmonischen Potential sind die Einteilchenenergien
Epmi =wn+m+1+4+3/2).

Dann

1
Ne>0 = Z cw(ntm+0/T _ 1
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Die Summe konvergiert, d.h. finden wir eine 7, und die Bose-Einstein-Kondensation.

(b) Fiir ultrarelativistische Bosonen ist die Dispersionsrelation
€ — ck.

Die Zustandsdichte ist dann

d*k €
v(e) = / Wé(e —ck) = Py

1 e2de
Ne>0 = Ir2c3 / /T _1°

Das Integral kovergiert, d.h. finden wir eine 7. und die Bose-Einstein-Kondensation.

Dann

(c) Fir die Dispersionsrelation
€ = akt,
ist die Zustandsdichte (in 2D)
d?k 1
= [ —=d(e—ak') = :
v(e) /(27r)2 (e — ak™) Sre

Hier ist das Integral fiir N~ divergent, d.h. findet keine Bose-Einstein-Kondensation
statt.




