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1. Anharmonischer Oscillator:

(a) Ungestirtes System:
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Freie Energie in 1. Ordnung:
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Wir miissen jetzt V durch a,a’ ausdriicken: mit % = ( b ) (a+ a') folgt
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Die Wirkung der a, a' ist bekannt,

aln) = Vnln—1)
afln) = Vn+1ln+1)

Wird der Ausdruck fiir #% in  (n|V|n) = a(n|#®|n) eingesetzt, so ergeben sich
eine Reihe von Termen, aber in keinem dieser Terme wird der Ausgangszustand |n)
wieder hergestellt, so dafl

ml@Bn) =0 = [(Vhi=F=0

Man muf} also mind. in 2. Ordnung rechnen, um eine nichttriviale Korrektur zu Fj
zu bekommen.



(b) Mittlere Ausdehnung in Storungstheorie: () = (&)o + (T)1 + ...
Ungestortes System:
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Das war klar, denn & ist ja die Auslenkung aus der Ruhelage des harmonischen
Oszillators Hy .

1. Ordnung:
8 | =
(#); = Tr(Wh2) = —/ Z nle” BHO eToye=Ho _ (V)1 |n)
0 n:O :"0

Jetzt eine 1 vor dem # einschieben und alle e auf die |n)-Zustdnde anwenden,
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Im 1. Term ~ e #Pm kann man noch die Variablen umbenennen, n <> m , sodass
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Das Matrixelement (n|z|m) vereinfacht die endlosen Summen erstmal:
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Damit wird die n-Summe eliminiert, und es bleibt iibrig:
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In der ersten Zeile ersetzen wir die Summationsvariable durch m = m — 1, m =
0,1,2,... und nennen diese dann wieder m , um die beiden Summen gleich zu ma-
chen. Aulerdem kann man E,,,; = F,, + hwy einsetzen,
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Von den Termen in 3 tragen nur wenige zu dem Matrixelement bei:
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Damit ergibt sich dann endlich
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Die Summe kann iiber den Ableitungstrick ausgefiihrt werden: mit x = —fShwy ist
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AuBerdem ist noch Z; = einzusetzen, also

_ e?/2(1 + e%) _ 2cosh(x/2) _ coth(z/2)
(1 —e7)? 4sinh®(z/2)  2sinh(z/2)

Wenn man das anharmonische Potential %mwoxz + ax® fir a < 0 plottet, wird
klar, dafl sich der Nullpunkt der Schwingung nach rechts (positive ) verlagern
sollte. In der Tat ist (z) > 0. () ist endlich fiir 7" = 0 (endliche Ausdehnung der
Grundzustandswellenfunktion) und nimmt mit 7" zu, weil immer héhere Zusténde
in dem bei positiven x abgeflachten Potential thermisch angeregt werden.

Man beachte: Das Ganze macht natiirlich nur Sinn solange (Z) < 1, denn es handelt
sich hier ja um Storungstheorie.



2. Molekularfeldtheorie des Ising-Modells:

Ising-Modell aus N Spins (0; = £1) mit Magnetfeld H und unendlicher Reichweite der
Wechselwirkung (J > 0):
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Die Summe im ersten Term lauft ber alle Spinpaare. Da beliebige Konstanten zu H
addiert werden diirfen, kénnen auch Terme mit ¢ = j in die Summe ), ; mit dazu
genommen werden.

Im 1D-Ising-Modell hat jeder Spin 2 Nachbarn, in 2D 4 usw., in diesem Sinn kann
man das Modell (1) fr N > 1 als ,junendlich“-dimensionales Ising-Modell auffassen.
Die Rechnungen in dieser Aufgabe und der Vergleich mit der Molekularfeldtheorie zei-
gen, dass in diesem Fall die Molekularfeldtheorie (mean field theory) exakte Ergebnisse
liefert.

(a) Wir benutzen die auf dem Blatt angegebene Transformation, eine Hubbard-Stratonovich-

Transformation, um die Wechselwirkungsterme in der Zustandssumme zu entkop-
peln:
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Nach der Transformation ist der Exponent insgesamt nur noch linear in den ¢; und
wir knnen die Summen ber o; = +1 unabhéngig austhren:

[N Nh?
7 = %/dhexp [—Bw }{Z}exp 5(h+H);oi]
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Wir fithren eine Funktion G ein und schreiben die Zustandssumme als

z=14/32 / dh exp|—BG(H, T, h)] (4)

Nh?
G(H,T,h) = 57 — kgTN1n[2cosh 3(h+ H)] (5)

(b) Wir analysieren den Integranden in (4) bzw. den Exponenten (—3G). Der Integrand
wird gerade dann maximal wenn der Exponent minimal ist, wir suchen also das



Minimum von G. Aus der Ableitung nach h erhalten wir die Gleichung fiir das
Minimum ho(H,T) von G:

ho(T, H)
J

Durch Vergleich mit der Selbstkonsistenzgleichung der Molekularfeldtheorie des
Heisenberg-Modells aus der Vorlesung,

Hg—H
J

konnen wir das effektive Feld als Heg = ho(7T, H) + H identifizieren. Die Groe
ho(T, H) ist also gerade das Feld, das jeder Spin aufgrund der Polarisierung der
anderen Spins spiirt.

= tanh 8(ho(T, H) + H) (6)

= tanh S H.g , (7)

Noch ein paar Details zu den Losungen der Gleichung (6) (wird auch in der Vor-
lesung besprochen). In der Aufgabe ist das externe Magnetfeld H > 0, zur Veran-
schaulichung besprechen wir trotzdem zuerst den Fall H = 0:

e H = 0: Die Gleichung ist dann

ho _ vanh Bhy (8)
J

Die Losungen kann man sich klarmachen, indem man beide Seiten der Gleichung
als Funktion von hq plottet.

Fiir hohe Temperaturen, SJ < 1, gibt es nur die triviale Lsung hg = 0. Auf-
grund der starken thermischen Fluktuationen der Spins verschwindet in diesem
Fall der Beitrag der anderen Spins zum effektiven Feld eines einzelnen Spins.
Fir 5J > 1 findet man zusétzlich zur trivialen Losung die Losungen +hg # 0.
Die Funktion G hat zwei entartete Minima bei $hy.

e H # 0: Die rechte und linke Seite der Gleichung (6) sind fiir unterschiedliche
Regimes in den Schaubildern geplottet.
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Abbildung 1: Graphische Losung der Sattelpunktsgleichung (links) und die Funktion G
(rechts) im endlichen &ufleren Feld H > 0 bei hohen Temperaturen J5 < 1.

Fiir hohe Temperaturen 5.J < 1 gibt es eine Losung mit einem hy > 0, bei der
G ein Minimum hat. Das endliche hg wird durch die Polarisierung der Spins
durch das duflere Magnetfeld erzeugt (Abb. 1).

Fiir kleine Temperaturen und kleines d&ufleres Feld H hat G wieder zwei Minima,
wobei das Minimum zum greren Wert von hy tiefer liegt (Abb. 2).

Im letzten Fall ist das duflere Magnetfeld grof3, so dass wieder nur eine Losung
ho > 0 existiert, dann hat G wieder nur ein Minimum (Abb. 3).



Abbildung 2: Graphische Losung der Sattelpunktsgleichung (links) und die Funktion G
(rechts) im kleinen dufleren Feld bei niedrigen Temperaturen.
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Abbildung 3: Graphische Losung der Sattelpunktsgleichung (links) und die Funktion G
(rechts) bei relativ groem dufleren Feld bei niedrigen Temperaturen.

(c) ho bezeichne jetzt ausschlielich das globale Minimum von G. An der Stelle h =
ho(T, H) definieren wir

G(T. H) = G(ho(T. H), T, H) = === — kgTN I 2 cosh (ho(T. H) + H)] .

(9)

Die Funktion G(T', H) < 0 beschreibt also das Minimum von G. Damit kénnen wir
das Integral (4) schreiben als

7 = \/% e PGULT) / dh ¢G0T ~GUT)) (10)
s

Die Differenz G(h,T,H) — G(H,T) ist in jedem Fall positiv und linear in N. Fir
groe N > 1 fallt deshalb der Integrand stark exponentiell ab und das Integral
kann durch den Beitrag aus der Umgebung des Minimums hg genédhert werden.
Diese Ndherung nennt man Sattelpunktsmethode und die in (b) besprochene Glei-
chung die Sattelpunktsgleichung. Fiir /Vlim oo wird diese Integration exakt. Weil
die Sattelpunktsgleichung mit der Selbstkonsistenzgleichung der Molekularfeldtheo-
rie identisch ist folgt daraus, dass auch die Molekularfeldtheorie in diesem Limes
exakt ist.

Fiir die Integration in der Umgebung von hg schreiben wir h = hg + dh und ent-
wickeln den Exponenten in dh:
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Wir haben hier die Sattelpunktsgleichung (6) benutzt um tanh zu ersetzen, die
linearen Terme in §h kiirzen sich (wie erwartet, da wir um das Minimum entwickeln).
Wir sehen hier am Vorfaktor N explizit, dass die Fluktuationen oh fiir N > 1
exponentiell unterdrckt sind.

Die verbleibende Integration entspricht einem Gaufischen Integral, aus (10) erhalten
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Die freie Enthalpie bzw. Gibbs-Energie erhalten wir aus G(H,T) = —kgTInZ.
Im thermodynamischen Limes N — oo beriicksichtigen wir nur Beitrge o< N, der

Vorfaktor in (12) ist also nicht relevant und wir finden G(H,T) = G(H,T). Mit der

Sattelpunktsgleichung (6) und der Identitit coshz = 1/4/1 — tanh® z kénnen wir
G(H,T) umformen:

N NR2(T, H
G(T,H) = G(T, H) = % — NkgTIn[2 cosh B(ho(T, H) + H)]
Nh:  NkgT h?
= 2J—I— 5 1n< T — NkgT'In2 . (13)
Wir ersetzen jetzt hy mit der Magnetisierung pro Spin m(H,T) = M (man
kann mit m = —%SZ’IT) priifen, dass m tatséchlich die Magnetisierung pro Spin

ist):

NJm (T, H) | NkyT

G(T,H) = 5 5
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Jetzt miissen wir nur noch den Logarithmus fr kleine m entwickeln und erhalten
die gesuchte Form
G(T7 H) ~ kB(TC - T)
N 2

m?(T, H) + bm*(T, H) — kgTlog?2 , (15)

mit k7. = J und b = —2L,

Ein paar Worte zum Ergebnis (15): das ist die freie Enthalpie (Gibbs-Energie)
fiir kleine Magnetisierungen (die echte physikalische freie Enthalpie, kein Landau-
Funktional!). Im Limes hoher Temperaturen, kgT > H, J, verschwindet hy und da-
mit auch die Magnetisierung, es bleibt nur der log 2-Term der unabhéngigen Spins.
Gl. (15) gibt an, wie sich die freie Enthalpie verhlt solange die Magnetisierung klein
ist, bzw. solange der Beitrag der anderen Spins zum effektiven Feld hg klein istim
Vergleich zur Starke der Wechselwirkung, hy < J.



3. Cluster-Entwicklung des 2D-Ising-Modells:

2D-Ising-Modell aus N > 1 Spins ohne dufleres Magnetfeld auf einem Quadratgitter
(Koordinationszahl z = 4) mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung:

H=-J> oio;. (16)

(a) Die Mikrozusténde sind {0y, 09,...,0x5}. Wir betrachten die Zustandssumme:
Z = Ze_m{ = Z BT iy 0i0i Z H BJoio;
(o) o) i
- Z H (cosh[BJoio5] + Sinh[ﬁJJiaj]) (17)

{o} (i5)
Wenn man sich die Reihenentwicklungen von cosh und sinh anschaut, sieht man,
dass in cosh nur gerade Terme (0;0;)*" und in sinh nur ungerade Terme (o;0;)*"
auftreten. Da o; = £1 ist (0y0;)*" = 1 und (0y0,)*"™! = 0,0;, was uns erlaubt den
Faktor o,0; aus den Argumenten von cosh und sinh rauszuziehen. Damit erhalten
wir
7Z = Z H (cosh[BJ] 4 o;0; sinh[5J]) Z Hcosh BJ] (14 o;0; tanh[5J]) .
{o} (i) {o} (i)

(18)
Der cosh-Faktor steht noch unter dem Produkt, hangt aber nicht mehr von den ¢’s
ab. Wir knnen deshalb das Teilprodukt ber cosh ausfithren, was gerade zu cosh”
fiihrt, wobei P gerade die Anzahl der Néchste-Nachbar-Paare ist tiber die multipli-
ziert werden muss. Wir erhalten damit die gesuchte Form

Z = (cosh(B.J)) ZH [1+ 0,0, tanh(53.J)] . (19)
{o} (
Fiir N > 1 kann man sich berlegen, was P ist: abgesehen von Randeffekten hat
jeder der N Spins z = 4 Nachbarn, kommt also in 4 Paaren vor; in jedem Paar sind
aber 2 Spins; damit folgt P = % =2N.

(b) Schauen wir uns das Produkt iiber die Néchste-Nachbar-Paare anhand eines Aus-
schnitts des 2D-Gitters genauer an:

H [1+ 0,0, tanh(BJ)] = [1 + o109 tanh(5J)] [1 + o203 tanh(5J)] [1 + o304 tanh 5.J] ...
()
X [1 + 010k tanh(ﬂJ)] [1 + 02011 tanh(ﬁJ)] R
X [1 + oxogs1 tanh(BJ)] ... (20)
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Es gibt also fiir jedes Nchste-Nachbar-Paar einen linearen tanh-Term, fiir jedes
Produkt aus zwei Nchste-Nachbar-Paaren einen tanh?-Term usw., also

Z = (cosh(BJ)" > " [1 + tanh(B.J) (0102 + 0205 + . ..
{o}
—l—tanhz(ﬂJ) (0’102020’3 + ... ) + tanh‘s(ﬁj) (010’2020'3030'4 —+ .. ) + .. ] . (21)

Jeden einzelnen dieser Beitrge kann man als Cluster bezeichnen, ein Nchste-Nachbar-
Paar ist dann ein 2-Spin-Cluster, und z.b. 01090503 ein 3-Spin-Cluster. Deshalb wird
(21) als Cluster-Entwicklung bezeichnet.

Wegen Zfl o; = 0 tragen nur Terme in (21) zur Summe bei, in denen alle o’s
quadratisch auftreten. Das sind aber gerade die geschlossenen Cluster aus min. 4
Spins. Im obigen Beispiel gibt es z. B. einen Beitrag aus einem geschlossenen 4-
Spin-Cluster

Z tanh®(8.J)01090204 410441010101 = Ztanh4(ﬂJ) . (22)
{o} {o}

Analog gibt es geschlossene 6,8,10,usw.-Spin-Cluster, die ebenfalls zur Zustands-
summe beitragen (auf einem anderen Gitter, z.B. Dreiecksgitter, wiirde das anders
aussehen). Das Produkt iiber alle Nachste-Nachbar-Paare reduziert sich also zu ei-
ner Summe iiber alle geschlossenen Cluster, wobei jedes geschlossene n-Spin-Cluster
den gleichen Beitrag liefert. Wir thren also die Zahlen C,, der geschlossenen n-Spin-
Cluster ein und schreiben

F J J
4 6
) {E} {1 + Cy tanh i + Cg tanh T +...] . (23)

. oy 2
Warmekapazitit ¢ = —T?)TI;:

Fir kgT > J ist tanh J/(kgT) > 1, es reicht deshalb aus nur den Term der
geschlossenen 4-Spin-Cluster mitzunehmen. Fr N > 1 ist wie gehabt P = 2N,
und man kann sich analog dazu iiberlegen, dass Cy = N (was wére denn Cg?). Die
Zustandssumme ist also

J A\ L
Z = (cosh k:B_T> % [1 + N tanh kB_T] (24)
2N J
=2V (cosh k:BT) [1 + N tanh* ij—T} . (25)
Die freie Energie:
F=—kgTlhZz

= —NkgTIn2 —2NkgT In ( cosh B kgTln ( 1+ N tanh* S (26)
]{,’BT kBT

Wir entwickeln in J/(kgT') bis zur vierten Ordnung (entwickle cosh z, In(14 ) und
tanh x)

J \* 5NkgT [ J \*
F—=. ~-NkgTIn2— NkgT [ —— ) — p
kTl ks (kBT> 6 (kBT> (27)



Damit folgt fiir die Wéarmekapazitét

Cy =~ ZNkB (K

2
JT> + 10Nkp <

J

kT
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