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1. Korrelationsfunktion der Fluktuationen im Ising-Modell:

Die Korrelationsfunktion ist difiniert als

C(r, r′) = 〈δm(r)δm(r′)〉 =
1

Z

∫
[Dm]δm(r)δm(r′)e−F(m)/T .

Das Landau-Funktional des Ising-Modells haben wir in Blatt 5 bestimmt. Hier benutzen
wir die allgemeine Bezeichnung m als der Ordnungsparameter:

F(m) =
1

2

∫
ddr

[
tm2(r) +K [∇m(r)]2 +

b

2
m4(r)

]
,

wobei wir für das Ising-Modell auf einem 3-dimensionalen Gitter mit Nächster Nachbar-
Wechselwirkung die folgende Koeffizienten gefunden haben

t = 2g0a, ,K = 2g0ξ
2
0 , b→ 4g0b,

wobei

g0 =
J0

NV
, a =

T − Tc
T

, Tc =
2J0

kB
, ξ0 =

ā
√

4βJ0 − 1√
6

, b =
2β3J3

0

3
.

Führen wir jetzt die Fluktuationen ein

m(r) = m0 + δm(r),

mit dem Molekulärfeldwert m0 = |t|/b. Das Landau-Funktional schreiben wir als

F = F0 + δF ,

mit dem linearisierten Beitrag der Fluktuationen

δF =
1

2

∫
ddr
[
tδm2(r) +K [∇δm(r)]2 + 3bm2

0δm
2(r)

]
.

Verwenden wir jetzt die Fourier-Transformation

δF =
1

2

∫
ddq

(2π)d
[
A+Kq2

]
δmqδm−q,

wobei A = t+ 3bm2
0.



Die Korrelationsfunktion wird nach der Fourier-Transformation

C(r, r′) =

∫
ddq1

(2π)d

∫
ddq2

(2π)d
eiq1reiq2r

′〈δmq1δmq2〉.

Hier

〈δmq1δmq2〉 =
1

Z

∫
[Dm]δmq1δmq2e

−δF(δm)/T = δq1,−q2
T

A+Kq2
1

.

Letztendlich

C(r, r′) =

∫
ddq

(2π)d
T

A+Kq2
eiq(r−r′) ∝ e−|r−r

′|/ξ,

wobei
ξ =

√
K/A.

2. Mermin-Wagner-Theorem:

(a) Wir wählen eine Bestimmte Molekulärfeldlösung m = m0ex und betrachten die
Fluktuationen

m = (m0 + δmxex) + δmyey.

Dann ist die freie Enthalpie (in “lineare Näherung”)

G = G0 +
1

2

∫
ddr
[
(t+ 3bm2

0)δm2
x + (t+ bm2

0)δm2
y +K

[
(∇δmx)

2 + (∇δmy)
2]] .

For T < Tc gilt t+ bm2
0 = 0. Dann finden wir nach der Fourier-Transformation:

G = G0 +
1

2

∫
ddq

(2π)d
{[
A+Kq2

]
δmx(q)δmx(−q) +Kq2δmy(q)δmy(−q)

}
.

Deswegen haben wir zwei Fluktuationsmoden. Die longitudinale Mode δmx(q) hat
die Energielücke A, d.h. diese Mode ist massiv. Die transversale Mode δmy(q) hat
keine Energielücke, d.h. diese Mode ist masselos.

(b) Die Rechnung haben wir schon in Aufgabe 1 durchgeführt. Das Ergebniss ist

C‖(r − r′) =

∫
ddq

(2π)d
T

A+Kq2
eiq(r−r′),

C⊥(r − r′) =

∫
ddq

(2π)d
T

Kq2
eiq(r−r′).

Das lezte Integral divergiert für d = 1, 2 und q → 0:

d = 1 ⇒ C⊥(r − r′) =
T

2π

∫
dq

Kq2
eiq(r−r′),

d = 2 ⇒ C⊥(r − r′) =
T

2π

∫
dq

Kq
eiq(r−r′).

Alle Integrale divergieren auch für q → ∞. Diese Divergenz ist aber nicht wichtig,
weil unsere Näherung für die freie Enthalpie in diesem Limes ungültig ist.



3. Kritische Exponenten:

Die freie Enthalpie:

G(t, h) = sα−2G(st, s∆h) = |t|α−2g(h/|t|∆).

Der Ordnungsparameter bei h = 0 ist

m = − 1

V

(
∂G

∂h

)
t

= −|t|2−α−∆g′(h/|t|∆).

Bei h = 0, t 6= 0 gilt g′(x→ 0)→ const. Deswegen

m ∼ |t|β, β = 2− α−∆.

Bei h > 0 ist die Phasenübergang über ein bestimmten Interval von Temperatur aus-
gebreitet. Dieses Interval finden wir von der Bedingung, dass der spontane Ordnungs-
parameter m die gleiche Größenordnung als der durch das Feld ausgelöste Ordnungs-
parameter mind ∼ χh hat:

m ∼ χh ∼ h|t|−γ ⇒ h|t|−γ ∼ |t|β ⇒ |t|β+γ ∼ h.

Alternativ kann man dieses Interval auf folgende Weise abschätzen. Wir vergleichen die
zwei Beiträge zur freien Enthalpie: einen von dem Feld und einen von der thermischen
Fluktuationen:

δGh ∼ mh, δGt ∼ t2C.

Die beide Beiträge sollen von der gleichen Größenordnung sein. Dadurch finden wir:

mh ∼ t2C ⇒ |t|β|t|β+γ ∼ t2|t|α ⇒ α + 2β + γ = 2.


