KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE
DER KONDENSIERTEN MATERIE

Moderne Theoretische Physik IIIb (Theorie Fb) Sommersemester 2019

Prof. Dr. Alexander Mirlin Blatt 3
PD Dr. Igor Gornyi, Dr. Stefan Rex Besprechung: 17.05.2019
1. Molekularfeld-Niherung fiir S > 1/2: (104-204-20=50 Punkte)

Betrachten Sie das Heisenberg-Modell aus N > 1 Spins mit S > 1/2 in einem dreidi-
mensionalen kubischen Gitter. Der Hamilton-Operator lautet (J > 0):

H=—J) 53 (1)
(i)

wobei die Summe iiber alle Paare der néchsten Nachbarn geht. Beachten Sie, dass

§; = (s, s, s7) ein quantenmechanischer Operator mit §2 = S(S + 1) ist.
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(a) Fiihren Sie die Molekularfeld-Néherung fiir H durch und bestimmen Sie den Zu-
sammenhang zwischen dem molekularen Feld B.g, das iiber

HﬁHMFZ—geH'Z§+E0

definiert ist (Ej ist eine Konstante, kein Operator), und dem mittleren Spin (s?).
Geben Sie die Zustandssumme Zyp fiir Hyp an.

(b) Leiten Sie die Selbstkonsistenzgleichung fiir die Magnetisierung M her. Finden Sie
die Ubergangstemperatur 7, in der Molekularfeld-N&éherung.

(¢) Ausgehend von Hyr leiten Sie das Freie-Energiedichte-Funktional

Fg) = fu+ 5 ¢+ b 2)

fiir das System in der Nihe des Ubergangs her. Bestimmen Sie fy, t und b.

2. Landau-Funktional fiir das Ising-Modell: (15+20+15=50 Punkte)

Betrachten Sie das Ising-Modell aus N > 1 Spins auf einem dreidimensionalen kubi-
schen Gitter (Gitterkonstante a) mit einer generischen Wechselwirkung J;; = J;;:

H= _ZJijJigj- (3)
ij

(a) Die Spin-Spin-Wechselwirkung kann als eine invertierbare N x N-Matrix J aufge-
fasst werden. Verwenden Sie die Hubbard-Stratonovich-Transformation

N/2
o BH(o1,0x) _ (%) Vdet j/ (H d%) exp [—g > (% + 2\/§Uz‘> Jij %‘] :

v

Fiithren Sie die Summen iiber o; = £1 in der Zustandssumme aus. Entwickeln Sie
dann den Exponenten in der Form In(cosh z) ~ 22/2 — 21/12 fiir kleine ;.



(b) Nehmen Sie nun an, dass die Elemente J;; nur fiir Néchster-Nachbar-Paare von
Null verschieden sind. Transformieren Sie ¢; = ¢(7;) — ¢ und analog J;; =
J(|r; — 75]) — Jg in den diskreten Fourierraum. Vereinfachen Sie J; im Limes
ks, ky, k. < 1/a. Bestimmen Sie das Landau-Funktional F|p;] in

Z o~ (2ﬂﬁ>N/2\/Q/ Hd(pk exp {—BF[ez]} (4)

wobei Sie im ¢*-Term nur den l;—unabhéingigen Beitrag in .J;: halten.

(¢) Benutzen Sie nun die kontinuierliche Fourier-Transformation

d3
vi= | exp(—ik - 7) (7

um wieder in den Ortsraum zu transformieren und zeigen Sie, dass das Landau-
Funktional die folgende Form hat:

Flo) = [ #5600+ 0200 + 5 [Tl

1 | (5)

Bestimmen Sie ¢, b und K. Geben Sie die kritische Temperatur 7, an und finden
Sie die Warmekapazitdat in der Ndhe des Ubergangs.

3. Bonusaufgabe: (10 Bonuspunkte)

Betrachten Sie eine vereinfachte Theorie des Phaseniibergangs in einem System von N
Ionen mit Spin 1/2. Nehmen Sie an, dass das System bei T' = 0 ferromagnetisch und
bei hoheren endlichen Temperaturen (7 > Tj) paramagnetisch ist.

Nach dieser Theorie ist die Warmekapazitdat in Abhéngigkeit von der Temperatur als

2T T
cmax(——1>, ?0<T<TO,
(6)

C =

0, sonst

gegeben.

Finden Sie ¢, als Funktion von N.



