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1. Dimerisierung im 1D-Ising-Modell: (204-20=40 Punkte)

Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-Modell fiir 2N Spins (S = 1/2) auf einem
Ring (s3y,; = si) mit einer “Dimerisierung” der Kette, d.h. die Bindungen werden
alternierend geschwécht und gestéarkt:

N N
H=-J|(1-9) Z S3i-15% + (1 + ¢) Z S5i5%i4+1
i=1 i=1

Dabei ist ¢ ein fester Parameter mit 0 < ¢ < 1.

(a) Fiihren Sie die Transfermatrixmethode aus, um die kanonische Zustandssumme Z
des Modells auszudriicken. Berechnen Sie die Entropie der Kette im Limes N — oo.

(b) Bestimmen Sie mithilfe der Transfermatrixmethode fiir N — oo die Korrelations-
funktion (0;0;1,) — (0;)? und die Korrelationslinge . Dabei sei i ungerade, n gerade
und n < N.

(c) 10 Bonuspunkte:

Nun sei ¢ nicht mehr fest, sondern soll als zusétzlicher Freiheitsgrad betrachtet
werden. Dafiir muss H um die Dimerisierungsenergie ergénzt werden: H — H + H,,
mit Hy = 2NQ¢?, wobei Q > 0 die Energiekosten der Dimerisierung darstellt.

Leiten Sie, ausgehend von Z, das Freie-Energiedichte-Funktional in der Form
t
£(6) = fn + 56* + b’

fiir ¢ < 1 her und bestimmen Sie fy, t und b.
Hinweis:

1 1
cosh(z) =1+ 5:1:2 + 2—43:4 + O(2°%),
2

log(1+ 1) = 2 — % + 0.

Bitte wenden!



2. Gekoppelte Ordnungsparameter: (14 + 16 = 30 Punkte)

Das Freie-Energiedichte-Funktional fiir ein System mit zwei gekoppelten magnetischen
Ordnungsparametern ¢; und ¢, im Magnetfeld lautet:

f(@1,¢2) = a(T —Tp) (65 + ¢3) + b (¢%+¢%)+g(¢ +62)” — h (61 + ¢2),

wobei Ty, a,b, g > 0.

0

(a) Berechnen Sie die Suszeptibilitét x(7") = }llil% % im thermischen Gleichgewicht
—

in der ungeordneten Phase.

Hinweis: Es ist niitzlich, zunédchst zu neuen Variablen ¢ = %(gzﬁl + ¢9) tiberzugehen.

(b) Berechnen Sie die Suszeptibilitit x;(7") im thermischen Gleichgewicht in der geord-
neten Phase.
Hinweis: Sie diirfen annehmen, dass in der geordneten Phase im Gleichgewicht
limh_>0 ¢+ =0 gllt

(¢) 10 Bonuspunkte:

Beweisen Sie nun, dass in der geordneten Phase bei h = 0 im Gleichgewicht
¢1 = — s ist.
3. Master-Gleichung: (14 4+ 16 = 30 Punkte)

Betrachten Sie ein Drei-Niveau-Atom mit Energien £ < Ey < E3. Die Wahrscheinlich-
keiten, das Atom in den entsprechenden Zustédnden zu finden, werden als p;(t) bezeichnet
(i = 1,2,3). Nehmen Sie an, dass ein klassisches elektromagnetisches Feld Uberginge
von F; nach E3 und umgekehrt mit den Raten 7,35 = ~3; antreibt. Desweiteren kann
das Niveau F3 spontan in das Niveau F5 mit einer Rate von 3y zerfallen, wéihrend
Zustand E5 mit einer Rate von 75 nach E; zerfallen kann, wobei die inversen Prozesse
nicht auftreten sollen (y23 = 712 = 0).

(a) Geben Sie die Master-Gleichungen fiir {p;} an. Finden Sie die Gleichgewichtslosun-
gen p;(t = 0o) der Master-Gleichung. Welche Bedingung miissen die Raten erfiillen,
damit im Gleichgewicht eine Besetzungsinversion der atomaren Niveaus auftritt,
d.h. pa(o0) > pi(o0)?

(b) Betrachten Sie nun N unabhéngige solcher Drei-Niveau-Atome in einem Hohlraum
(elektromagnetischer Resonator). Die Photonen im Hohlraum kénnen von den Ato-
men absorbiert werden (E; — FEs) und auch einen stimulierten Ubergang FEy, — E;
hervorrufen. Insgesamt sind die Ubergangsraten zwischen den Niveaus E; und F,
nun yi2 = yn und vy = v (n + 1), wihrend 713,931, Vo3, 732 unveréndert bleiben.
Dabei bezeichnet n die Anzahl der Photonen im Hohlraum. Die Master-Gleichung
fiir n (zusétzlich zu den Gleichungen fiir p;) lautet dann

n=vyNI[n+1)p, —np] —I'n.

Der letzte Term beschreibt einen Abfluss von Photonen aus dem Hohlraum mit der
Rate I'.

Driicken Sie p;(00) durch n(oco) und die Ubergangsraten aus. Bestimmen Sie p;(00)
und n(co) im Limes y13 — oo.



