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1. Master-Gleichung: (154-25=40 Punkte)

Ein Kasten A vom Volumen V' sei mit einem viel grofieren Kasten B durch ein kleines
Loch verbunden. Teilchen kénnen das Loch nur einzeln passieren. Die Wahrscheinlich-
keit, dass in der Zeit At ein Gasteilchen von A nach B geht, sei a NAt/V (N: Zahl der
Teilchen in A; av =konst.), und die Wahrscheinlichkeit von B nach A zu gehen sei anAt
(n: konstante Teilchendichte in B).

(a) Sei p(V,t) die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ gerade N Teilchen in A zu finden.
Schreiben Sie die Master-Gleichung fiir p(N,t) auf und lésen Sie sie fiir den stati-
ondren Fall.

Losung Die Mastergleichung ist

4y

T Z(Tklpl — Ti.Py) (L1)
]

Dabei ist P, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System im Zustand k ist. Ty
ist die Ubergangsrate vom Zustand [ nach k. Summiert wird iiber alle Zustéinde.
In unserem System sei k der Zustand mit k Teilchen im Kasten A. Moglich sind
Zustinde mit [ > 0. AuBerdem haben wir, wenn die Zeit des Ubergangs so klein ist,
dass maximal ein Teilchen den Kasten wechselt

ol

Tkl = 6k+1’lv + (5]6,1’1&77,. (LQ)
Also gilt
dp(N,t) &
— = E Tnip(l,t) — Tinp(IN, t L3
dt o Nlp(a ) le< ) ) ( )

=« (p(N + l,t)$ +p(N —1,t)n — (g + n) p(N, t)) (L4)

Stationdrer Fall bedeutet
dp(N, 1)
dt

Da das Ergebnis unabhéngig von t sein wird, schreiben wir im Folgenden kein ¢

Argument mehr.
Wir finden damit

—0. (L5)

o 1) = () o) = o = 1)) 5 (L6)



Um einen verniinftigen Ansatz erahnen zu konnen schreiben wir diese Bedingung
fir N =1und N =2 aus:

o(1) = nVp(0) (L7)
und
p(2) = p(O)% (n — (% + n) nV) (L8)
> p(2) = 220, (19)
Wir raten
Vn
o) = Y2 (v - 1) (L10)

und zeigen das durch vollstéandige Induktion.

(Alternativ zum Raten des Ansatzes konnen wir auch Gleichung (L4) fouriertrans-
formieren und die charakteristische Gleichung lésen.) Den Induktionsanfang bilden
Gleichungen (L7) und (L9), Gleichung (L.10) ist Induktionsvoraussetzung.

Fiir den Induktionsschritt nutzen wir Gleichung (L6):

w) V N nV
N+1) = —— — —p(N—-1)— N -1 L11
o) (Fn) o - —mpv-n) (o)
Ly V
= N L12
oY) (L12)
Damit ist der Beweis abgeschlossen.
Wir erhalten mit Gleichung (L10)
Vn)N
o(N) = po (L13)

Jetzt nutzen wir noch die Normiertheit von p(N)

S o) =1 (L14)

um po zu bestimmen:

= = (Vn)!

;p(l) = Pog 0 (L15)
= poe"” (L16)
=1 (L17)

=pp=c "V (L18)
und erhalten endlich
v (nV N
(V) = = V) (L19)

als Losung fiir den stationdren Fall. Die Losung entspricht einer Poisson-Verteilung.
(b) Bestimmen Sie (N(¢)) und (N?(t)) — (N(t))? fiir N(t = 0) = Np.
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Losung (N(t)) ist definiert als
(V) = Y mp(m. ) (120)

Wir leiten den Erwartungswert nach der Zeit ab, um eine Differentialgleichung fiir
(N(t)) zu erhalten, die wir dann 16sen kénnen. Auf der rechten Seit setzen wir die
Mastergleichung fiir p(IV, t) ein (Alternative Sichtweise: Wir multiplizieren (L.4) mit
N und summieren iiber N.):

8<J;7t(t)> . zmjm (p(m 1 1,t)mTJrl +np(m —1,t) — (% + n) p(mi)) (L21)

In den Termen mit p(m + 1,¢) fithren wir Indexshifts durch. Da alle unpassenden
Terme 0 werden, kéonnen alle Summen weiterhin bei 0 starten. Wir erhalten

6(](\;t(t)> =« Z p(m,t) (n — %) (L22)
=« (n - %(N(t») (L23)

Wir verwenden zur Losung den Ansatz
(N@t)) =Ae ™+ B (L24)
und erhalten unter Verwendung der Anfangsbedingung N(t = 0) =: Ny
(N()) = (No — V) exp(—%t) +Vn. (L25)
Jetzt sehen wir
(N(t)) =5 nV =: Ny
Also

(N()) = (No — Na) exp(—%t) N

Als néchstes fiihren wir eine analoge Rechung fiir (N?(t)) durch:

M = ans oy (5 + 2n) - o) (L26)
= (200 - WOP) = a (n S - S+ Zovor) @
=:f(t)
B AN .
die homogene Losung ist
From(t) = Ae™ V. (L29)



Fiir die inhomogene Lsung setzen wir an

fum(t) = Be M+ C (L30)
und finden
A= % (L31)
C =Ny (L32)
B = (Ny— Nu) (L33)
Die Anfangsbedingung
ft=0)=(N(t=0)%) = (N(t=0))*=0 (L34)
liefert A = — Ny und wir erhalten insgesamt
(N(t)%) — (N(t))? = —Noe™ ¥+ (Ny — Noo)e 78 + Nig (L35)

Wir beobachten

(N (@) VNx

Im Grenzfall ¢ — co haben wir also wieder das Verhalten einer Poissonverteilung.

VIN()?) = (N(£)? 1 1

2. Zwei-Niveau-Atom (204-10=30 Punkte)

Betrachten Sie ein Atom, dass sich in einem von zwei Zustinden mit den Energien
E5 > E; befinden kann. Die Wahrscheinlichkeiten, das Atom in diesen Zustanden zu
finden, werden als p; bezeichnet (i = 1,2; p; + py = 1). Die Wechselwirkung des Atoms
mit dem elektromagnetischen Feld fithrt zu Ubergéingen zwischen den Zustinden mit
den Raten 1o und 791 > 710.

(a) Geben Sie die Master-Gleichung fiir {p;(¢)} an. Losen Sie die Master-Gleichung mit
den Anfangsbedingungen p;(t = 0) = p;y. Wie verhélt sich die Temperatur T4 eines
Systems solcher Zwei-Niveau-Atome bei t = oo fiir 19 = 7917

Losung die Mastergleichungen fiir die {p;(t)} sind

dpd;t(t) = —Y1201(t) + Y21p2(%) (L36)
dpjt(t) = Y12p1(t) — Y21pa(t) (L37)

Wenn wir pa(t) =1 — py(t) in die erste Gleichung einsetzen erhalten wir

p1(t) = —y12p1(t) + 721(1 — pa(2)) (L38)
= p1(t) (=712 — Y1) 721 (L39)
T/

Diese Gleichung wird von dem Ansatz

Yot

p(t) = Ae " +
1(?) "

(L40)



gelost. A bestimmen wir durch die Anfangsbedingung p;(t = 0) = po:
pi(t) = (plo - E) et 4 2 (L41)
g Y
Und mit p(t) =1 — pi(t) erhalten wir
p2(t) = (% - plo) e+ % (L42)

Als néchstes berechnen wir die Temperatur des Systems. Fiir die Entropie und
Energie pro Atom gilt

1
N (S(p)) = —kp [p1In(p1) + p2In(p2)] = —kp [(1 — p2) In(1 — p2) + po In(ps)]
1
N (E(p)) = p1Ey + paEs = Ey + po (Ey — EY)
Es gilt
71— IS(E) _ 95 (p2) Op2(E) _ kg I I —po
8E 8p2 8E E2 — E1 P2
Fiir t — oo und 79, = 712 erhalten wir
t—oo V21 1
g2l L4
pi(t) — ~ 5 (L43)
t—oo Y12 1
t —_— = L44
p2(t) — ~ 5 (L44)

Das in den Temperaturausdruck eingesetzt ergibt (Fy > F; laut Aufgabenstellung)

' =0 (L45)
=T — oco. (L46)

Der Ursprung der unendlichen Temperatur im System sind die von uns vorgegebe-
nen konstanten Raten 715 = vo;.

(b) Werden die Ubergénge zwischen den Niveaus durch die Wechselwirkung mit dem
elektromagnetischen Quantenfeld der Frequenz w = (Ey — Ey)/h (im Gleichgewicht)
angeregt, sind die Ubergangsraten durch

Y12 = ng(fw), 791 =T +Tnpg(fw) (1)

gegeben, wobei ng die Gleichgewichtsverteilung der Photonen mit Temperatur T
beschreibt und I" eine Konstante ist. Zeigen Sie, dass die Raten (1) die Bedingung
des detaillierten Gleichgewichts erfiillen und finden Sie p;(c0).

Losung Die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts steht im Skript auf Seite

124a und lautet
Wi —n E(n) — E(n')
= - L47
Wy P ( kT (L47)




fiir 12 und 91 finden wir (gegeben ng(hw) = —-m—)

’E: nB(hW) _ —Bhw
Y1 1+ ng(fw)

die Bedingung ist also erfiillt.
Jetzt noch p;(00). Wir setzen die s in die Ausdriicke aus Gleichung (L44) ein:

— ¢ P(E2—E) (L48)

1+npg(hw) 14 zo— 1
— = L49
P 1 + 2nB(hW) ]_ —I— ﬁ 1 + e_hw ( )
ng(fw) eh“’—l—l 1
— = L50
p2_>1—|—2nB<h(JJ) 1+% 1+6M ( )
3. Fokker-Planck-Gleichung: (30 Punkte)
Losen Sie die Fokker-Planck-Gleichung
0 0 0?
—p(2,t) = —— )] + D=——p(x,t 2
2ol 1) =~ [y pla, )] + Dl ) )

mit Anfangsbedingung p(z,0) = §(z). In der Vorlesung haben Sie den Random Walk
in einem konstanten externen Feld behandelt (konstante Driftgeschwindigkeit). Was fiir
ein Feld wiirde auf die obige Fokker-Planck-Gleichung fiihren?

Losung Mit
paw) = [ dtepfa,t (L51)
haben wir in Gleichung (2)
— o 2
() = — (e, w) + Doy, ) (152)
N 0 _ 0*
= —ip(r,w) =~ s, )~ 1(,0) + Do) (L53)

Dabei haben wir p(x,t) fir t € [—o00,00] verwendet, um die Fouriertransformation
durchzufiithren. Allerdings ist nicht damit zu rechnen, dass p(x,t) fiir ¢ < 0 eine nahe-
liegende physikalische Interpretation hat, da man sich schlecht eine Funktion vorstellen
kann, die mit der Zeit zur Deltafunktion wird, die wir ja als Anfangsbedingung fiir ¢ = 0
haben. Die Fortsetzung von p(z,t) fiir ¢ < 0 ist also nur als Trick zu verstehen, um die
Fouriertransformation durchfiihren zu kénnen.

Jetzt fouriertransformieren wir auch noch im zweiten Argument

k) = [ doep(a,0) (L54)
und erhalten
A 0 . A
—iwﬁ(k:,w) = 7%&5(1@ CU) - Vﬁ(lﬁ CU) - Dkzﬁ(k’w> (L55>
op(k,w) 1 _ _.w Dk

. = —i— + L56
ok p(k,w) Y (L56)



Diese Differentialgleichung kénnen wir durch Trennung der Variablen l6sen. Dabei und
im Folgenden ignorieren wir konstante Faktoren, da wir fiir den korrekten Vorfaktor
der endgiiltigen Verteilung die Normiertheit der Verteilung benutzen kénnen.

log <5<k’“)) = —i%log (ﬁ) | DU~ k) (L57)

Po v ko 2y
= plk,w) = Clw)k 5 e (L58)
= C(w) exp <log (l{:*%))e% (L59)
= C(w) exp<—% log(k))egi (L60)

Jetzt wollen wir die Riicktransformation zu p(k,t) durchfithren. Dabei miissen wir dar-
auf achten, dass die Integrationskonstante C' durchaus noch von w abhiingen kann. Also
nutzen wir bei der Transformation ersteinmal, dass die Fouriertrafo eines Produktes die
Faltung der Fouriertransformierten ist

/ %eikxﬂk)ﬁ(lﬁ) = / da’ f(a')g(z — 2') =: (f * g)(x) (L61)

und dann die Anfangsbedingung, um C im Ortsraum zu bestimmen.

plket) = % (o* / dw exp [—m <t+ log(’“))D (t) (162)

~
2 log(k
— e /dt’C(t —t')d (t’ - %(» (L63)
2 log(k
e <t + m) (L64)
v
Jetzt verwenden wir die Bedingung aus der Aufgabenstellung
p(z,0) = 6(x) (L65)
= p(k,0) = /dx d(z)exp(ikzr) =1 (L66)
Dalfiir setzten wir ¢ = 0 in unseren Ausdruck fiir p(k,t) ein und fordern Konstanz
2 (log(k
plk,0) = e C ( Ogv( )> L1 (L67)
So finden wir
D
C(t) = exp (—%6%7) (L68)

und also insgesamt fiir p(k,t)

Dk? D 1
Ak, t) ~ e exp (_— exp {2 (t + Og(’“)) WD (L69)
2y g
= exp (—%kQ exp(?t’y)) (L70)



Jetzt miissen wir noch zuriick zu p(z, t).
Es gilt (quadratische Ergénzung, Integralsatz fiir holomorphe Funktion)

/dk e~ ek | exp —:B—Q (L71)
4o

D
a=—-—(1-€*)  hier (L72)
2y

also haben wir

pz,t) ~ exp (—ij_& (L73)

und da

/dx exp(—az?) = T (L74)
o
und

/dx p(x,t) =1 (L75)

R e R ) (176)

Wie am Anfang ausgefiihrt sollte dieses Ergebnis nur fiir ¢ > 0 verstanden werden.
Wir machen einige interessante Beobachtungen: Wenn v < 0 haben wir fiir £ — oo

oo | 1] |y|2?
t) =% L ~ e
plat) 73\ exp( e

Was der Verteilung im Gleichgewicht entspricht. Desweiteren erhalten wir mit einer
Entwicklung in vt < 1

(2.1) 1 2
PAT 1Dt P\ Tupt )

In der Vorlesung (S. 127) hatten wir fiir ein konstantes externes Feld

o(z,1) = \/ﬁexp {_%}.

Das entspricht in diesem Grenzfall und fiir ¥ = 0 dem Ergebnis aus dieser Aufgabe.
Wenn wir Gleichung (2) mit der Fokker-Planck Gleichung aus dem Skript (S. 125)
vergleichen, so konnen wir vy mit « identifizieren, wofiir nach Skript gilt

alz,t) = w = yx

entsprechend einer Driftgeschwindigkeit.

Auf S. 129 im Skript wird mit Hilfe der Langevin Gleichung w als proportional zur
duBeren Kraft identifiziert. Im Unterschied zur Vorlesung haben wir also ein externes
Feld, das eine linear ortsabhéngige Kraft auf das Teilchen ausiibt. Mit anderen Worten

befindet sich das System in einem parabolischen Potential.



