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1. Stirlingsformel: (15 Punkte)

Beweisen Sie die Stirlingsche Nédherungsformel
Inn!'~nlnn—n, n>1.

Benutzen Sie hierzu die Definition von n! iiber die Gammafunktion
I'(n+1)=n! :/ drx z" e™"
0

und berechnen Sie das Integral ndherungsweise mit der Sattelpunktsmethode. Zeigen
Sie hierzu, dass der Logarithmus des Integranden ein Maximum bei x = n besitzt und
entwickeln Sie bis zur quadratischen Ordnung in der Variablen x — n. Dies liefert ein
leicht auszurechnendes Gaufsches Integral.

2. Legendretransformation: (15 Punkte)

Gegeben sei eine Kurve U(S) in einem Bereich, in welchem sich das Vorzeichen ih-
rer Kriimmung nicht dndert. Geben Sie eine eindeutige Darstellung der Kurve, in-
dem Sie anstelle der Koordinaten S und U die Steigung T' = dU/dS sowie den U-
Achsenabschnitt F' der Tangente an jeden Kurvenpunkt als unabhéngige Variable ver-
wenden. Die Funktion F(T') heit Legendretransformierte zu U(S). Auflosen der (obi-
gen) Beziehung 7' = T'(S) nach S definiert eine Funktion S = S(7)).

(a) Zeigen Sie, daf die vollstandigen Differentiale der Kurve und ihrer Legendretrans-
formierten durch

dU(S) =T(S)dS  wnd  dF(T) = —S(T)dT

gegeben sind.

(b) Gegeben sei nun eine Fliache U(S, V') mit positiver Steigung beziiglich S, negativer
Steigung beziiglich V' und unverédnderlichem Vorzeichen der Kriimmung. Fiihren Sie
jeweils eine Legendretransformation fiir konstant gehaltenes V' bzw. fiir konstant ge-
haltenes S durch. Die Steigungen seien durch 7" = 0U/0S|y sowie —P = 0U/0V|s
gegeben. Auflosen von 7'(S, V) nach S und P(S,V) nach V definiert Funktionen
S(T,V) und V (S, P). Bestimmen Sie analog zu oben die vollstdandigen Differen-
tiale der Legendretransformierten F/(7,V) und H(S, P). Die Funktionen U(S, V),
F(T,V) und H(S, P) entsprechen der inneren Energie, der freien Energie und der
Enthalpie.



3. Funktionaldeterminantenkalkiil: (35 Punkte)

Seien u(z,y) und v(x,y) Funktionen der unabhéngigen Variablen x und y. Als Funk-
tionaldeterminante bezeichnet man das Gebilde

o) o
0 0y la
0(u,v) — et Tly Oy
O(x,y) dv| v
orly Oyla
(a) Zeigen Sie die Relationen
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(b) Es sei nun ein funktionaler Zusammenhang zwischen x und y durch ¢(z, y) =const=
z gegeben, der eine Abhéngigkeit y = y(z) herstellt. Zeigen Sie, daf dann gilt:
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(Bem.: Oft schreiben wir in obigen Beziehungen einfach z = z(z,y) und ersetzen ¢
tiberall durch z).

(¢) Wir betrachten nun drei Variablen, die eine Bedingung F'(z,y, z) = 0 erfiillen, sowie
zwei der Variablen eine weitere Bedingung w = w(x,y). Zeigen Sie, dass dann gilt:
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4. Ideales Boltzmann-Gas: (35 Punkte)

Die innere Energie eines idealen einatomigen Boltzmann-Gases betragt U = 3NkgT'/2,
wobei die Zustandsgleichung pV' = NkgT' lautet. Hierbei bezeichnet N die Zahl der
Atome, T' die Temperatur, p den Druck und V' das Volumen des Systems.

(a) Analysieren Sie den Carnot-Prozess fiir ein ideales Boltzmann-Gas. Der Carnot-
Prozess setzt sich zusammen aus einer isothermen Expansion von einem Volumen
V1 zu einem Volumen V5 bei der Temperatur 71, einer adiabatischen Expansion zu
einer Temperatur 75 < T}, einer isothermen Kompression bei der Temperatur 75
und einer adiabatischen Kompression zum Ausgangspunkt (73,V7). Berechnen Sie



die Arbeit, die vom System in jedem Schritt geleistet wird und die Warme, die vom
Gas wirend der isothermen Expansion (Kompression) aufgenommen (abgegeben)
wird. Berechnen Sie den Wirkungsgrad (vom System geleistete Arbeit/zugefiihrte
Wirme) der Carnot-Maschine als Funktion von 77 und 5.

Untersuchen Sie den selben Carnot-Prozess in der umgekehrten Richtung (die iso-
therme Kompression des Gases findet bei der hoheren Temperatur 77 statt). Was
ist der Zweck dieses Prozesses? Berechnen Sie die Warme, die im Prozess aus dem
kalten Wérmebad entnommen wird und vergleichen Sie sie mit der Arbeit, die von
einer externen Maschine geleistet wird um den Prozess zu durchlaufen.

i
T 9
iiber den Carnot-Prozess fiir das ideale Boltzmann-Gas. Dabei bezeichnet 6Q) die

infinitesimale Menge an Wérme die vom System aufgenommen wird und das Integral
lauft {iber den kompletten Carnot-Prozess. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Berechnen Sie das Integral

Berechnen Sie die Entropie des Systems S(7,V) (dS = 6Q/T) als Funktion der
Temperatur und des Volumens indem Sie von der inneren Energie ausgehen. Be-
stimmen Sie die freie Energie F(T,V).

Hinweis: Die freie Energie ist durch F' = U — T'S definiert.



