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Wahrscheinlichkeitstheorie

Stochastische Variable X (diskret oder kontinuierlich)
Zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung o

Mittelwert:

erfullt

Positivitat und Norm.

Zm =1, /dwp(x) =1

(X) = ZZE@,OZ oder /dx:z:p(a:)

n-tes Moment: (X" = Zﬂi‘?ﬂz oder /daza:np(x)

Standardabweichung:

Varianz:

0_2

o = /(X2) — (X)?




Wahrscheinlichkeitstheorie 2

Binomial-Verteilung

p(n) 022 i

N n N—n 02: -
o (n) n!(N — n)!p 1 000 1

N Binomial-Verteilung fiir N = 10, p = ?/3

Y pn(n)=@+q)N =1

n=0

N
(n) = npn(n) =pN
n=0

Fur grofle N gilt o/ (n) o 1/4/N.
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Wahrscheinlichkeitstheorie 3

Gaul3-Verteilung

aus Binomial-Verteilung fur grol3ie N, pN, ¢N

Dichtefunklicnen normalverteilter Zufzllsgroien
mit unterschiedlichen Parameterwerten

<n> — pN al TN >".-N(C,1)—
/ \ X~N(0), 4)
// \\ ¥~N(1,2)
3 /T A~
o2 =N [/ NN
— X 24 N
pq = - /////%‘ ~ \ \\
/f // N \\
!/ \ SN
1 </ N N
.// / P \\ \\\j\\
n kontinuierlich !!! L i
3 -2 -1 0 1 2 3 4 £




Wahrscheinlichkeitstheorie 4

Poisson-Verteilung

aus Binomial-Verteilung fiir N — oo, p — 0 so dass a = Np

P@) o5 ]
n_ _—a 1
pn(n) = — 3
n! 0,0’5 .
0 -
N
Poisson-Verteilung fiir a = 2
> pn(n) =1
n=0
(n) = a




Wahrscheinlichkeitstheorie 5

GauB-Verteilung fur mehrere Variablen

m) ij=1

p(x1,...,xN) = (Qdejzvﬁ exp (; Z (x5 —a;)Aii(z; — aj))

§i =X — ay

A symm., positiv definit

(Tn) = ap




Statistische Mechanik

® Klassische S.M. (etwas problematisch)

® Quantenmechanische S.M. (einfacher und
klar)



Klassische Mechanik von N Teilchen

Zustand von N Teilchen beschrieben durch 3N Koordinaten und 3N Impulse
X = (paq) — (p17°°°7p3N7Q17”°7Q3N)
6 N-dimensionaler Phasenraum I'

Hamilton-Funktion H(p,q)

on . _oH
8% 4y 3}?3-

X = (p, q) - eindeutliche Funktion von x = (p, q)

Bewegungsgleichungen D =

Trajektorien x(t) kreuzen sich nie An
é\\x’:
1 x (t) x(t))
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P
P,
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Erhaltungsgrof3en

Energie FE = H(p,q) = const.

6N — 1 - dimensionale Oberflache

Moglicherweise

Gesamtimpuls Piot

Gesamtdrehimpuls Lyt



Gibbs-Ensemble
(Gesamtheit)

Gibbs-Verteilung  p(x, 1)
Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum / dr p(x) =1

Mittelwert einer physikalischen Grol3e

O = / dz O(x) p(x)

dr = Cnd>Npd*M g

dx und p - dimensionsloss

1

On = (27h)3

N Quantenmechanisch



ZLeitentwicklung

p(X, t) entwickelt sich wie eine stromende Flussigkeit
d 0 .
7 p(x,t) = pr p(x,t) +x-Vp(x,t) =0 So

<

d 0
einerseits /Vo dz p(x, 1) / dx a—p(x t) — |- —

d . :
anderseits / dz p(x,1) / dS - xp(x,t) = —/ dz V- [xp(x,1)]
Vo Vo

Vo beliebig — 2 p(x,t) = =V - [%p(x,1)]

3N
aus der Hamilton- . o0 . o0 . ) ( 0 OH s, 6’H>
Gleichungen folgt B Z (8% 4 op; bs Z dq; Op;  Op; Og;

d

j=1 I
o, p(x,t) =0 inkompressible Fliissigkeit




d

dt

Liouville-Gleichung

0

p(x,t) = = p(x,1) +x- Vp(x,t) =0

. C0A . 9A SN COH 0A  OH HA
w3 (52 ) S

Op; 0q; 6qj op;

LA = —i{H,A} Liouville-Operator

) = t.4)



Stationare Losung der
Liouville-Gleichung

0

Y iy :]A;
iosp=—itd, pt = Lp

z% p(H(x)) =0 Ubung



Definitionen

6N dimensionales Volumen im Phasenraum I' mit H (x) < E
wird mit (2(F) bezeichnet

Oberflache von Q(FE) wird mit >(FE) bezeichnet

O(E) = / dzO(E — H(x))

_dQ(E)

5(B) = — = / dzd(E — H(x))

Y(E)dE - ”Zahl” der Zustdnde mit Energie £ < H(x) < F + dFE

quantenmechanisch besser definiert



Fundamentales Postulat der
klassischen statistischen Mechanik
(mikrokanonisches Ensemble)

p(x)¢1 = E(El)dE fir ¥ < Hx) < F+dF

p(x)°4 = 0 sonst

Mittelwert einer physikalischen Grofle

- 1

OE — / dx O(X)
Z(E)dE E<H<E+dE




Ergoden-Hypothese

_ 1
Op = / dx O(x
E=SENE Joopopian ™ O

T'— o0 T

Or — lim — / dt O(x(t))



Quantenstatistik
(Hilbert-Raum-Statisik)

Reine Zustande
|)Elemente des Hilbert-Raums | ) W(t)) = e wH! W(0))

2)Stationare Zustande H|V,,) = FE,, |V,)

W, (t)) = e~ 7Bt )

3)Basis [U) = Y ¢jli) z.B. [U) =) cnlTy)
j n

(717" = 0 i orthonormierte Basis

Z ‘]><]\ — ] vollstandige Basis %: )
J



Reine Zustande

Schrodinger vs. Heisenberg Bild
" ws(0)) V) = [¥s(0)) = const.

4

() —
(Og = const. Observable Op(t) = @%HtOS o~ 7 HY
(O(t)) = (¥s(t)|0s|¥s(t)) = (Yu|On ()| ¥u)
0

~ihzOn(t) = [H,On(t)



Gemischte Zustande

Quantenmechanische Gibbs-Gesamtheit

Wahrscheinlichkeit W, dass das System im Zustand |¥,,) ist

Wa>0 , Y Wo=1 'W,) nicht unbedingt orthonormal

(0) = Z Wa(¥Pal|O|¥,)

p=Y Wa|¥.)(¥,| Dichtematrix = Zustandsoperator

p= 2 Waca;cop i)'l = 3_1i)piir(i"
7,3’

a,j,J’
Vo) = cosl) EER

J A — E *
10],]/ — Wacajcaj/



Dichtematrix

p= WalUa)(Ua| 2= Wacechyli)ii'l = Z 5)05,50 5|
o a,7,7’
"t = ZW Cayj€ on

(0) = ) Wal(¥a|O¥s) = Tr(pO) =} (j \Wa\‘lfa>< «|017)

o o
D1l =
Eigenschaften: p,., =p5. . p=p" Hermitesch
Trp=1

(Ulp|¥) >0 V |¥)  Positiv definit



Dichtematrix

0= Z Wo W) (P, ‘W, ) nicht unbedingt orthonormal

p=1p'

Es existiert eine orthonormale Basis in der die
Dichtematrix diagonal ist

p= Wyl



Schwankungen

(0%) = (0)? = Tr(pO?) — (TrpO)?

Enthalt sowohl quantenmechanische
als auch statistische Schwankungen

P> =p reiner Zustand

p* % p gemischter Zustand



ZLeitentwicklung

.0
iho | 0) = HU)  wa in S [0) (0[] = H|W)(¥] | ¥)(¥|H

von Neumann- Gleichung = quantenmechanische
Liouville-Gleichung

5 klassisch

H ) — 0 .
ihayp = H,p) i p=—iH,p}
1

—Z{H,}H%[H,]

vergleich mit —ih%OH(t) = |H,Op(t)]



Fundamentales Postulat

Mikrokanonisches Ensemble

ih%p = |H, p stationare Losung p*' = p(H)

PEZWn|\Dn><\Ijn| H|Y,) = E,|Vpy)

Wn — Pnn — const. fur F < En < F+dE

W, = pnn = 0 sonst



