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Wahrscheinlichkeitstheorie

Stochastische Variable       (diskret oder kontinuierlich)
Zugehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung ρ

X

erfüllt

Positivität und Norm.ρi ≥ 0, ρ(x) ≥ 0
∑

i

ρi = 1,

∫
dxρ(x) = 1

Mittelwert: ⟨X⟩ =
∑

i

xiρi oder

∫
dxxρ(x)

n-tes Moment: ⟨Xn⟩ =
∑

i

xn

i ρi oder

∫
dxxnρ(x)

Standardabweichung: σ =

√

⟨X2⟩ − ⟨X⟩2

Varianz: σ
2
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Binomial-Verteilung
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Beispiel:  X und Y seien unabhängig und Z = g(x,y) = x + y.  

   Dann gilt , !X"Y (x,y) = !X (x) #$!Y(y), 

    %Z(k) =  %X(k) %Y(k)   und   !Z(z) = dz '&  !X(z–z')!Y(z') 

 

2.2 Die Binomial-, Gauß- und Poisson-Verteilung 

Wir betrachten ein System, wo jede Messung eines von zwei möglichen Ergebnissen A oder B 

liefert mit den Wahrscheinlichkeiten p und q = 1 – p. 

Beispiele: Münze: Ergebnis = Kopf (mit p = 
1

2
  ) oder Ergebnis = Zahl  (mit q = 

1

2
 ) 

  Spin im Magnetfeld: $'$(p) oder  ( (q) 

  Teilchen in Teilvolumen V1 (p = V1/V)   oder außerhalb (q =  
V – V1

V
 ) 

  radioaktiver Zerfall: Zerfallswahrscheinlichkeit in Zeiteinheit )t ist  p « 1 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass N Messungen n mal das Ergebnis A und entsprechend N – n 

mal das Ergebnis B  liefern,  ist gegeben durch die  

Binomial-Verteilung 

  !N(n) = 
N!

n!(N–n)!
 pn qN–n     

 *
n=0

N

   !N (n) = (p+q)N = 1 

 n +  = *
n=0

N

   n !N (n) = p N ,

$ -N = 2 2n n, + . , + =  Npq  

n
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    Binomial-Verteilung für N = 10, p = 1/3 

Für große N gilt -// n +  0 1/, N . D.h. die relative Breite verschwindet für große N. 

 

Gauß-Verteilung 

Für große N, pN und qN reduziert sich die Binomial-Verteilung auf eine Gauß-Verteilung um 

den Mittelwert , n $1$pN mit der Varianz -+ 2
 = Npq, und n kann als kontinuierliche Variable be-

ρN (n) =
N !

n!(N − n)!
pnqN−n

N∑

n=0

ρN (n) = (p + q)N = 1

⟨n⟩ =
N∑

n=0

nρN (n) = pN

σN =

√

⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 =

√

Npq
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Gauß-Verteilung

ρN (n) =
1√

2πσN

exp

(

−
1

2

(n − ⟨n⟩)2

σ2

N

)

aus Binomial-Verteilung für große N, pN, qN

⟨n⟩ = pN

σ2
= Npq

n kontinuierlich !!!
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Poisson-Verteilung
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trachtet werden. Zum Beweis verwenden wir die Stirling-Formel, die sagt, dass für große n gilt: 

n!

n
n

2! n
e

n

! "
# $
% &

'(

' .  

 

2

2

n n1 1
"(n) exp

2 #2! #

) *+ , -. .
/ ,0 1

. .2 3
   ;    

-

dn

(

(
4 5 (n) = 1    

 

 

Poisson-Verteilung 

Für N ' $  und gleichzeitig  p' 0 , so dass  a = Np  endlich bleibt, reduziert sich die Binomial-

Verteilung auf eine Poisson-Verteilung (z.B. radioaktiver Zerfall) 

6  5N (n) = 
an e-a

n!
   6 

 7
n=0

$

   5N (n) = 1 

 n 8  = a 9

 :N = 2 2n n9 8 , 9 8 =  n9 8  

n

(n)
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                Poisson-Verteilung für a = 2 

 

 

Gauß-Verteilung für mehrere Variablen x1 ... xM 

Als nächstes betrachten wir mehrere stochastische Variablen xi, die charakterisiert sind durch 

eine gemeinsame (normierte) Gauß-Verteilung 

 66665(x1, ... xM) = 
M/2

det( )

(2!)

A
ij j j

M

i i
i,j=1

1
exp (x a ) (x a )

2

) *. .
, , ,0 1
. .2 3

7 A    

   = 
M/2

det( )

(2!)

A
 exp {– ij j

M

i
i,j=1

1

2
% %7 A } 

wobei  ;i
 = xi –  ai und A eine M-dimensionale, symmetrische, positiv definite Matrix ist. Dann 

gilt für den  Mittelwert 

 xn 8  =9 1M/2

det( )
dx …dx

(2!) 4
A

M
 xn  exp {– S{xi}} = an  

ρN (n) =
a

n
e
−a

n!

N∑

n=0

ρN (n) = 1

⟨n⟩ = a

σN =

√

⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 =

√

⟨n⟩ =

√
a

aus Binomial-Verteilung für                          so dass     N → ∞, p → 0 a = Np
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Gauß-Verteilung für mehrere Variablen

ρ(x1, . . . , xN ) =

√

det A

(2π)N/2
exp

⎛

⎝−

1

2

N
∑

i,j=1

(xi − ai)Aij(xj − aj)

⎞

⎠

ξi = xi − ai

A symm., positiv definit

⟨xn⟩ = an



Statistische Mechanik

• Klassische S.M. (etwas problematisch)

• Quantenmechanische S.M. (einfacher und 
klar)



Klassische Mechanik von N Teilchen

x = (p,q) = (p1, . . . , p3N , q1, . . . , q3N )

Zustand von N Teilchen beschrieben durch 3N Koordinaten und 3N Impulse

6N -dimensionaler Phasenraum �

Hamilton-Funktion H(p,q)

Bewegungsgleichungen ṗj = �⇥H

⇥qj
, q̇j =

⇥H

⇥pj

ẋ = (ṗ, q̇) - eindeutliche Funktion von x = (p,q)

Trajektorien x(t) kreuzen sich nie



Erhaltungsgrößen

E = H(p,q) = const.Energie

Gesamtimpuls

Gesamtdrehimpuls

Möglicherweise

Ptot

Ltot

6N � 1 - dimensionale Oberfläche



Gibbs-Ensemble 
(Gesamtheit)

Gibbs-Verteilung
Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum 

�(x, t)

dx � CNd3Np d3Nq

dx und � - dimensionsloss

CN =
1

(2��)3N Quantenmechanisch

�
dx �(x) = 1

Mittelwert einer physikalischen Größe

Ō =
�

dx O(x)�(x)



Zeitentwicklung
�(x, t) entwickelt sich wie eine strömende  Flüssigkeit

d

dt
�(x, t) =

⇤

⇤t
�(x, t) + ẋ ·⇥�(x, t) = 0

d

dt

�

V0

dx �(x, t) =
�

V0

dx
⇤

⇤t
�(x, t)einerseits

anderseits
d

dt

�

V0

dx �(x, t) = �
�

S0

dS · ẋ�(x, t) = �
�

V0

dx⇤ · [ẋ�(x, t)]

V0 beliebig ⇤ �
�t�(x, t) = �⌅ · [ẋ�(x, t)]

aus der Hamilton-
Gleichungen folgt

⇤ · ẋ =
3N⇤

j=1

�
�

�qj
q̇j +

�

�pj
ṗj

⇥
=

3N⇤

j=1

�
�

�qj

�H

�pj
� �

�pj

�H

�qj

⇥
= 0

d

dt
�(x, t) = 0 inkompressible Flüssigkeit 



Liouville-Gleichung

d

dt
�(x, t) =

⇤

⇤t
�(x, t) + ẋ ·⇥�(x, t) = 0

Liouville-Operator

ẋ ·⇧A =
3N⇤

j=1

�
q̇j

⇥A

⇥qj
+ ṗj

⇥A

⇥pj

⇥
=

3N⇤

j=1

�
⇥H

⇥pj

⇥A

⇥qj
� ⇥H

⇥qj

⇥A

⇥pj

⇥
= {H,A}

i
⇤

⇤t
� = �iẋ ·⇧� = �i{H, �} = L̂�

L̂A ⇥ �i{H,A}



Stationäre Lösung der 
Liouville-Gleichung 

i
⇥

⇥t
�(H(x)) = 0 Übung

i
⇤

⇤t
� = �i{H, �} = L̂�



Definitionen 

6N dimensionales Volumen im Phasenraum � mit H(x) < E
wird mit ⇥(E) bezeichnet

Oberfläche von ⇥(E) wird mit �(E) bezeichnet

�(E) =
�

dx�(E �H(x))

�(E) =
d⇥(E)

dE
=

�
dx�(E �H(x))

�(E)dE - ”Zahl” der Zustände mit Energie E < H(x) < E + dE

quantenmechanisch besser definiert



Fundamentales Postulat der 
klassischen statistischen Mechanik 

(mikrokanonisches Ensemble)

�(x)eq = 1
�(E)dE für E < H(x) < E + dE

�(x)eq = 0 sonst

ŌE =
1

�(E)dE

�

E<H<E+dE
dx O(x)

Mittelwert einer physikalischen Größe



Ergoden-Hypothese

ŌE =
1

�(E)dE

�

E<H<E+dE
dx O(x)

ŌT = lim
T�⇥

1
T

T�

0

dt O(x(t))

ŌE = ŌT



Quantenstatistik  
(Hilbert-Raum-Statisik)

1)Elemente des Hilbert-Raums |�� |�(t)� = e�
i
� Ht |�(0)�

Reine Zustände

2)Stationäre Zustände H|�n� = En |�n�

|�n(t)� = e�
i
� Ent |�n�

3)Basis |�� =
�

n

cn|�n�|�� =
�

j

cj |j� z.B.

�j|j�⇥ = �j,j� orthonormierte Basis

�

j

|j⇥�j| = 1 vollständige Basis
�O⇥ = ��|O|�⇥ =

�

j,j�

c�jcj��j|O|j⇥⇥



Reine Zustände

Schrödinger vs. Heisenberg Bild

|�S(t)� = e�
i
� Ht |�S(0)�

OS = const.

|�H� = |�S(0)� = const.

OH(t) = e
i
� HtOS e�

i
� Ht

�i� ⇥

⇥t
OH(t) = [H,OH(t)]

�O(t)⇥ = ��S(t)|OS |�S(t)⇥ = ��H |OH(t)|�H⇥

Observable



Gemischte Zustände 
Quantenmechanische Gibbs-Gesamtheit 

Wahrscheinlichkeit W�, dass das System im Zustand |��� ist

nicht unbedingt orthonormal|���

� �
�

�

W�|��⇤⇥��| Dichtematrix = Zustandsoperator

|��� =
�

j

c�j |j�

W� > 0 ,
�

�

W� = 1

⇢ =
X

↵,j,j0

W↵c↵jc
⇤
↵j0 |jihj0| =

X

j,j0

|ji⇢j,j0hj0|

⇢j,j0 =
X

↵

W↵c↵jc
⇤
↵j0

hOi =
X

↵

W↵h ↵|O| ↵i



Dichtematrix
� �

�

�

W�|��⇤⇥��|

Eigenschaften: Hermitesch

Tr� = 1

Positiv definit⇤�|�|�⌅ � 0 ⇥ |�⌅

�jj� = ��j�j , � = �†

⇢ =
X

↵,j,j0

W↵c↵jc
⇤
↵j0 |jihj0| =

X

j,j0

|ji⇢j,j0hj0|

⇢j,j0 =
X

↵

W↵c↵jc
⇤
↵j0

hOi =
X

↵

W↵h ↵|O| ↵i = Tr(⇢O) =
X

↵j

hj|W↵| ↵ih ↵|O|ji

�

j

|j⇥�j| = 1



Dichtematrix

� = �†

nicht unbedingt orthonormal|���� �
�

�

W�|��⇤⇥��|

Es existiert eine orthonormale Basis in der die 
Dichtematrix diagonal ist

⇥ �
�

µ

Wµ|µ⇤⇥µ|



Schwankungen

⇥O2⇤ � ⇥O⇤2 = Tr(�O2) � (Tr�O)2

Enthält sowohl quantenmechanische 
als auch statistische Schwankungen

�2 = � reiner Zustand

�2 �= � gemischter Zustand



Zeitentwicklung
i� �

�t
|�� = H|�� i� �

�t
[|�⇤⇥�|] = H|�⇤⇥�| �| �⇤⇥�|H

von Neumann- Gleichung = quantenmechanische 
Liouville-Gleichung

i� ⇤

⇤t
� = [H, �] i

⇤

⇤t
� = �i{H, �}
klassisch

�i{H, . . . }⇥ 1
� [H, . . . ]

�i� ⇥

⇥t
OH(t) = [H,OH(t)]vergleich mit



Fundamentales Postulat 
Mikrokanonisches Ensemble

i� ⇤

⇤t
� = [H, �] stationäre Lösung �st = �(H)

H|�n� = En |�n�

Wn = �nn = const. für E < En < E + dE

Wn = �nn = 0 sonst

� �
�

n

Wn|�n⇤⇥�n|


