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1. Debye-Waller-Faktor (8+3+6+5=22 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der dynamische Strukturfaktor S(q, ω) für die Neu-
tronenstreuung an Kristallen durch die Debye-Waller-Faktor e−2W unterdrückt wird,
wobei 2W = 〈(q · u0)

2〉 =
〈
(q · un(t))2

〉
.

Betrachten Sie Phononen mit dem Spektrum ωj(q) im d-dimensionalen Kristall. Das
Gitter besteht nur aus einem Atom (Masse M) pro Einheitszelle.

(a) Leiten Sie den allgemeinen Ausdruck für den Debye-Waller-Faktor für beliebige
Temperatur T her.

(b) Schätzen Sie den Wert von W in drei-dimensionalen Kristallen bei T = 300K für q
in der Größenordnung des Debye-Wellenvektors ab.

(c) Analysieren Sie den Debye-Waller-Faktor in d = 2 und d = 1 für T = 0.

(d) Analysieren Sie den Debye-Waller-Faktor in d = 2 und d = 1 für T > 0.

2. Zweite Quantisierung: Bose-Statistik. (18 Punkte)

Der Hamilton-Operator eines harmonischen Oszillators lautet

Ĥ = ~ω
(
b̂†b̂+

1

2

)
, [b̂, b̂†] = 1.

Die thermische Mittelung 〈...〉 ist durch

〈Ô〉 =
Tr
(
e−βĤÔ

)
Tr
(
e−βĤ

)
definiert, wobei

Tr(Ô) =
∞∑
m=0

〈m|Ô|m〉, |m〉 =
(b̂†)m√
m!
|0〉.

Betrachten Sie den Operator

B̂ = λ∗b̂† + λb̂, λ ∈ C.

Zeigen Sie dass 〈
exp(B̂)

〉
= exp

(
1

2
〈B̂2〉

)
gilt.



3. Zweite Quantisierung: Fermi-Statistik. (10 Punkte)

Betrachten Sie ein System von N nichtwechselwirkenden Fermionen im Grundzustand
|Ψ0〉. Das System befindet sich im 3d-Volumen V . Man kann den Dichte-Operator für
Teilchen mit z-Komponente des Spins σ durch die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ausdrücken:

n̂(r, σ) =
1

V

∑
k,k′

e−i(k−k
′)ra†k,σak′,σ.

Berechnen Sie die Korrelation der Teilchenzahldichte

〈Ψ0|n̂(r1, σ1)n̂(r2, σ2)|Ψ0〉

für σ1 = σ2 und σ1 6= σ2.


