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Mathematische Vorbetrachtungen

1. Eigenschaften der Spur (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir Hilbertraum-Operatoren A, B, C gilt:
(i) Sp(AB) = Sp(BA),

(ii) Sp(ABC) = Sp(CAB) = Sp(BCA) und

(iii) Sp(A) ist unabhéngig von der Basis.

Losung:
(i) In einem Basissystem {|n)} gilt:

Sp(AB) = ) (n|ABln) =) (n| Alm)(m|B|n)

n n,m

= Y (m|B|n)(n| Alm) = (m| BA|m) = Sp(BA)

n,m m

SP(ABC) = ) (n|ABC|n) =7 (n| Alm) (m|B|l) (I|C |n)

n Imn

= Y _(Cn) (n| Alm) (m| B|l) = Sp(CAB)

Ilmn

(i) Eine Basistransformation sei gegeben durch U und A = UAU~'. Dann folgt unter
Verwendung von (ii):

Sp(A) = Sp(UAU ™) = Sp(U™'UA) = Sp(4)

2. Stirling-Formel (6 Punkte)

Beweisen Sie die Stirlingsche Naherungsformel

N!%ﬂ(ﬁ)]\[, N> 1. (1)

(&

Benutzen Sie hierzu den Zusammenhang mit der Gammafunktion
N!:F(N+1):/ dr 2™ e (2)
0

und berechnen Sie das Integral ndherungsweise mit der Sattelpunktsmethode. Zeigen
Sie hierzu, dass der Logarithmus des Integranden ein Maximum bei = N besitzt und



entwickeln Sie bis zur zweiten Ordnung in der Variablen x — N, um ein Gauflsches
Integral zu erhalten.

Losung:
N N f(@)
N!:/ d:m:Nem:/ drexp/NInx — x
0 0
Exponenten:  f(z) = Nlhzx—=z

f'(x) = Nj/z—1 = Extremum fir z = N

f"(x) = —N/2? = Maximum bei z = N
also

1 1 ——
f(z) :f(N)+§f”(N)(m—N)2+--- =NInN - N — W(x—N)%r...

Das Integral wird dominiert vom Beitrag beim Maximum des Exponenten.

GauBsche Naherung fiir die Abweichung:

00 N
e

— 00

. Legendre-Tansformation (7 Punkte)

Gegeben sei eine Kurve U(S) in einem Bereich, in welchem sich das Vorzeichen ih-
rer Kriimmung nicht &ndert. Geben Sie eine eindeutige Darstellung der Kurve, in-
dem Sie anstelle der Koordinaten S und U die Steigung 7' = dU/dS sowie den U-
Achsenabschnitt F' der Tangente an jeden Kurvenpunkt als unabhéngige Variable ver-
wenden. Die Funktion F(T) wird als Legendre-Transformierte von U(S) bezeichnet.
Auflosen der (obigen) Beziehung 7' = T'(S) nach S definiert eine Funktion S = S(7T').
Zeigen Sie, dass die vollstandigen Differentiale von U(S) und F(7') durch

dU(S) = T(S)dS  und  dF(T) = —S(T)dT

gegeben sind.
Losung:
U =U(S), Steigung

- Y s s |avs) = g—gds = T(S)dS

F = F(T) = U (S(T)) - S(T)T.

’a% 8s 08
dF(T) = | 5o =7 — 22T = S(T) | dT = [dF(T) = ~S(T)dT

Gegeben sei nun eine Fliche U(S, V) mit positiver Steigung beziiglich S, negativer Stei-
gung beziiglich V' und unverédnderlichem Vorzeichen der Kriimmung. Fiihren Sie jeweils
eine Legendre-Transformation fiir konstant gehaltenes V' bzw. fiir konstant gehaltenes



S durch. Die Steigungen seien durch 7" = 9U/0S|y sowie —P = 0U/0V |s gegeben.
Auflésen von T'(S,V) nach S und P(S,V) nach V definiert Funktionen S(7',V') und
V (S, P). Bestimmen Sie analog zu oben die vollstdndigen Differentiale der Legendre-
transformierten F/(7,V) und H(S, P).

Lo6sung:

Die Funktionen U(S,V), F(T,V) und H(S, P) entsprechen der inneren Energie, der
freien Energie und der Enthalpie.

vsv), T=20EV) S(T. V)
s |,
_OU(S,V)

P T w vsh)

dU(S,V)=T(S,V)dS — P(S,V)dV  Innere Energie
analog zu a):
F(T,V)=U(S(T,V),V)=S(T,V)T Freie Energie,
dF(T,V)=-S(T,V)dT — P(S,(T,V),V)dV
H(S,P)=U(S,V(S,P))+V(S,P)P Enthalpie,
dH(S,P)=T(S,V(S,P))dS +V (S, P)dP
. Integrabilitdt und vollstéindige Differentiale (54 5 = 10 Punkte)

(a) Gegeben sei eine Differentialform im R?, w = f(z,y)dx + g(x,y)dy. Zeigen Sie:
Wenn w ein vollstandiges Differential ist, so gilt:

(afg;y))x: (@S;y))y 3)

Losung: Sei h(z,y) eine Funktion mit dem totalen Differential dh = w. Folglich
gilt

flz,y) = %(l‘,y), g(w,y) = g—z(xjy)-

Daraus folgt

of _00h _ 0 0h oy

oy Oydxr Oxdy Oz’
Mathematisch: jede exakte Form ist geschlossen, dw = ddh = 0.

(b) Zeigen Sie nun die umgekehrte Richtung: gilt Gleichung (3), so ist w ein vollsténdiges
Differential.

Lésung: Sei nun 9, f = 9,g9. Wir zeigen, dass § w = 0 fiir alle geschlossenen Inte-
grationswege ist:

fre o oo (B
c A A 4\ 0y Oz



Dabei haben wir den Integrationsweg C' mit dem Rand 0A einer Fliche A identi-
fiziert und beim Auswerten von dw verwendet, dass dz A dr = dy A dy = 0 und
dy A\ dx = —dz A dy:

dw = (df) Ndxz+ (dg) N\ dy

= gdx/\dm%—%dy/\dx—ir@daj/\dy+@dy/\dy
ox dy ox dy
= —gdgv/\dywL @d:ﬁ/\dy
dy ox

Nun ldsst sich eine Stammfunktion h konstruieren durch A(0,0) = 0 (willkiirli-
che Wahl der Integrationskonstante) und h(z,y) = [ (Efg;) w entlang eines beliebigen
Weges.

Bemerkung 1: Wir arbeiten hier im R?. Auf einer allgemeinen differenzierbaren
Mannigfaltigkeit existiert die Stammfunktion ggf. nur lokal, d.h. w ist nicht not-
wendig exakt.

Bemerkung 2: Oben wurde der allgemeine Satz von Stokes verwendet, der in n Di-
mensionen giiltig ist. Fiir den zweidimensionalen Fall, wie in dieser Aufgabe, kann
man auch die aus der Elektrodynamik bekannte Variante verwenden:

7{ U(m,y)~d§z/rot17~d/f,
C=0A A

wobei das Vektorfeld hier die Komponenten v,(z,y) = f(z,v), v,(z,y) = g(z,y),
v, = 0 hat, d5 das infinitesimale Element entlang des Weges C' ist, und das Fléchen-
element dA = dx dy senkrecht zur Flidche steht. Also erhélt man wieder

dg of

rotv - dA = (%_07/) dx dy .

Diese Losung erfordert keine Kenntnisse iiber Differentialformen. Die allgemeine
Losung ist hingegen auch auf thermodynamische Differentiale von beliebig vielen
Variablen anwendbar.

(c) (15 Bonuspunkte) Im Fliebach wird zum vollstdndigen Differential erldutert:
,Die Differenzierbarkeit einer Funktion zweier Variabler ist gleichbedeutend mit
jeweils einer der folgenden Aussagen: [...] (ii) Die partiellen Ableitungen existieren
und sind stetig.“ Beweisen Sie, dass diese Aquivalenz streng genommen falsch ist.
Betrachten Sie hierfiir die Funktion f : R? — R,

f(m,y) — (ZL’2 + y2) Sin [((L’Q + y2)—1}

(an (0,0) stetig fortgesetzt) und untersuchen Sie jeweils am Koordinatenursprung
die Differenzierbarkeit sowie die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen.
Bemerkung: Korrekt ist, dass aus der Existenz und Stetigkeit der partiellen Ab-
leitungen die (totale) Differenzierbarkeit folgt. Die Umkehrung gilt hingegen nicht
immer. Fiir physikalisch relevante Félle ist dies aber i.d.R. bedeutungslos.

Losung: Die partielle Ableitung nach z lautet

0 2 1
/ v os( ) wenn z2 + 32 # 0

—(x,y) =2zxsin | ——= ) — c
895( 2 <x2+y2> r? + 12 x? + y?




und

a_f f(h,O)—f(0,0)

Ox h
Analog fiir 9, f. Die partiellen Ableitungen existieren also auf dem ganzen R?. Al-
lerdings sind 0, f und 9, f nicht stetig am Ursprung. Betrachte z.B. J,f an den

Punkten (z,, yn) = (1/1/27n,0) "= (0,0):

(0,0) := lim

h—0

= — lim 2V 27n cos(2mn)

n—00

lim —= (2, Yn) —oo # f'(0)

n—oo O

Nun untersuchen wir das Differential am Ursprung, dfy : R? — R linear. Sofern df;
existiert, muss im Einklang mit den partiellen Ableitungen gelten dfy = 0. Geméf
der Definition ist dies die Ableitung, wenn in

f(l‘, y) - f(O, 0) + dfo(xay) + R(ZL’, y)
das Restglied R der Eigenschaft
R(z,y)

/33'2 + y2
geniigt. Offenbar gilt R = f, da f(0,0) = 0, dfy = 0. Wir setzen r = /22 + y? und
finden

R(z,y)

r

Also ist f differenzierbar an (0,0), obwohl die partiellen Ableitungen dort unstetig
sind.

(4)

— 0 wenn (z,y) — (0,0)

= rsin(r—?) 0

5. Funktionaldeterminantenkalkiil:

(8 4+ 54 10 = 23 Punkte)

Gegeben seien die Funktionen u(z,y) und v(z,y) der unabhéngigen Variablen = und y.
Als Funktionaldeterminante (Jacobi-Determinante) bezeichnet man das Gebilde

ou o
0(u,v) _ et Oxly Oyl
O(z,y) dv|
ox Y 8y T
(a) Zeigen Sie, dass folgende Relationen gelten:
Owy) _ u  dwe) 0w 5
d(z,y) ozly " O(z,y) Oyle’
o(u,v) _8(v,u) 7_6(u,v) (6)
d(z,y) Oz,y)  Oy.x)’
O(u,v)  O(u,v) A(s,t)  A(u,v) [d(x,y)] " 7)
o(z,y)  O(s,t) O(z,y)  O(s,t) | I(s,1) '
Losung:
d(u,v)  Ou| Ov ou| Ov ,
Aoy ox ) oyl " Oyl ow ) Def. der Determinante



B 01} . 81} a(u7v) _ au
v(r,y) =y = a_y i 1, ox 0 = o(z,y) Oz v
u(r,y)=x = analog 25278 = g_z

Die Beziehung
I(u,v)  O(v,u)  I(u,v)

o.y) Oy  Oyx)
folgt trivial aus Determinanteneigenschaft (Vertauschen von u <> v oder z < y
vertauscht Vorzeichen)

Nun stellen wir die Funktionen wu(s,t) and v(s,?) mit Variablen s = s(z,y), t =
t(z,y) vor. Dann haben wir

du| _ Ou(s(z,y),t(z,y))

a_l‘y_ 8x

und analog fiir du/dy, Ov/Ox and dv/dy.
Auf diese Weise erhilt man die Kettenregel fiir Jacobi-Matrizen:

%
t0x

Lo
y Ot

ot
sal'

_8u

y_as

(8)

Y

ou| ou duj oup \ (D5 05
8[Ey 8yz B %t Es al’y ayﬂ’ (9)
oo oo || oo ey || ot
8$y ay:c %t Es al'y 8y95
Es folgt daraus:
Ou,v) O (us(z,y),t(x,y)))  v(s(z,y), t(z,y))
_(ou] 05|, ou| e\ (o] Bs| , ou|
- Os|, Ox|, Ot Oz|, ds|, Oy|, Ot|, 0y|,
_ (Ou| O} Oup Ot (Ovl Os| dvp OF
ds|, Oy|, Ot|, Oy|, ds|, Ox|, Ot|, Oz|,
_(ou] 0u) _ouf oo|\ (05| o) _os| &t
-~ \Os|, ot|, ot|, 0s|,) \ x|, dy|, Oy|, O],

_ d(u,v) O(s,t) . (10)

Ou,v)  A(u,v) A, y)  auisgen  Ow,v)  Iu,v) [z, y)]
9(s,t)  Omy) 0(s.H) @) a(s,w{ ]

(b) Es sei nun ein funktionaler Zusammenhang zwischen x und y durch

¢(z,y) = const



gegeben, der eine Abhéngigkeit y = y(x) herstellt. Zeigen Sie, dass dann gilt:

Losung:

ox
o ls

9y
oxle

oy| _ 99

— 11
oxle ox (11)

)

99
1

Die erste Relation spiegelt einfach den Satz der lokalen Umkehrbarkeit aus Analysis
wieder. Z.B. so: Sei ¢(x,y) = const., also z(y). Dann ist das Differential

Andererseits ist aber

Einsetzen liefert dann

also

Und daraus folgt schlieflich

dz(y) = 8_ydy
_ %
dy(z) = axda:.
oz Jy
dl’ = a—y%dl',
_owdy
Oy oz’
oz _ (y\"
oy \ oz '

Da wir ja von Anfang an ¢ = const. angenommen haben, diirfen wir auch noch
bei beiden partiellen Ableitungen die ¢’s dazuschreiben und erhalten das gesuchte

Resultat:

~ 0y, 9)

%

(9x¢

d(z, )

_ 0y.6) 0ly.x) _
3y, x) Oz, 9)

T or

o¢

)

[ -

(%
Y ay

Hier wird ¢ = ¢(z, y) =const. als unabhéngige Variable aufgefasst, d. h. y = y(z, ¢).

(c) Betrachten Sie nun die drei Variablen z, y und z, die durch die Bedingung

F(z,y,2) =0

miteinander in Zusammenhang stehen. Durch Auflésen der Gleichung F' = 0 nach
x, y und z erhalten wir die drei Funktionen z(y, z), y(z, z) und z(x,y). Nehmen Sie
weiter an, dass es einen funktionalen Zusammenhang w = w(x,y) gibt. Zeigen Sie,
dass die Ableitungen der Funktionen folgende Relationen erfiillen:

Losung:

9%y
ox

0z

8_.75
x @z
@
ow
@
y

oxr| Oy

ay 9wl (13)
ox oxr | ow

Bole Dulyay (14)




Wir betrachten x und z als unabhéngige Variable, so dass y = y(z, z). Das erfolgt
durch Auflésen von F(z,y,z) = 0 nach y. Das Differenzial fiir y ist dann

dx+@ dz

z 821

0
dy:a—i

Oy| 0z| 0z _ O(y,2) 9(z,x) d(x,y) Iy, 2) I, z) I(x,y)
Oxlz0ylz0z1ly  0(x,z)d(y,x) d(z,y) O(z,2) 0y, x) I(z,y)
_ Oy 2)0(y) _ Oy,2) 0y x) _ Oy,2) _ | (15)
Oy, ) 0(z,y)  O(y,z)d(zy) 0O(zy)

Weiterhin ist w = w(z, y), also

_aw

dw—%

Y oy

Wir substituieren y(z, z) fiir y in w(z,y), und erhalten als Differenzial fiir w(z, 2):

ow| Oy ow ow| Oy
dw=—| ==| d — —| = | d=.

Daraus folgt

ow ow ow| Oy

— == — = . 16
Analog erhalten wir aus dem Differenzial fiir w(z(y, z),y):

ow ow ow| Ox

— == — = . 17

83/ z 8y T ox yay z ( )

Wir eliminieren dw/dy|, (d.h. Gl. (17) in Gl. (16) einsetzen), und erhalten

8_w
ox

o

%
zal'

R
Wir 16sen nun w = w(z,y) nach x auf, betrachten also z als Funktion von y und

w, d.h. x = 2(y, w). Wir erhalten

_ Oz ox

dx_a_ywy aw

Dir Gleichung F(x,y,z) = 0 losen wir nach x auf, betrachten also z als Funktion
von y und z, und erhalten daraus w = w(z(y, z), y). Das Differential fiir w(y, z) ist

ow ow
dw = —| dy + —| dz.
v 8y z vt 0z y :
Wir substituieren dies in die Gleichung fiir dx und erhalten schlieflich
n) _0r)  0r) ou
oyl Oylw  Owly oyl




