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1. Maxwell-Relationen (24 5+ 7 = 14 Punkte)

(a) Gegeben seien vier thermodynamische Groen a, b, ¢, d, die eine Maxwell-Relation

der Form
o0\ _ (0d
0b C_ dc ),

erfiillen. Schreiben Sie die Maxwell-Realation mithilfe von Jacobi-Determinanten!
Losung: Siehe Aufgabe 5, Blatt 1. Die Relation lautet

’8(@, o _ ‘a(d, b) ’
ab,c)| — |a(c,b)

(b) Zeigen Sie, dass fiir ein System mit der Magnetisierung M im dufleren Magnetfeld
B die Relation

M _ X5
CB XT
gilt, wobei
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Lo6sung:

Analog zur Beziehung c¢,/cy = ser/s aus der Vorlesung:
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(c) Beweisen Sie die Relation
2

o
Cp — Cp = —B
XT
mit dem Temperaturkoeffizienten der Magnetisierung
(5r)
ap = | — .
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Fiir die Arbeit bei Anderung des Magnetfeldes gilt 6W = MdB.
Hinweis: Verfahren Sie so wie in der Vorlesung fiir cp — cy .



Losung:
Mit der gleichen Strategie, die in der Vorlesung fiir cp — ¢y angewendet wurde,

erhalten wir:
s _ (08\ _(95\ (08 (oM
T \or), \or/),, \oM),.\oT ),

S epeew = T(Z
Cp Cpyp — 8M TaB.

Arbeit bei der Anderung des externen Magnetfeldes B:
oW = MdB.

Die innere Energie:

dU = 6Q — 6W = TdS — MdB.

Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von U:
o (oUy | _[o (w
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Maxwell-Relation:
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Damit erhalten wir schliefSlich
2
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2. Thermodynamische Potentiale (9 + 9 = 18 Punkte)

Ein System (im Gleichgewicht) liasst sich durch ein beliebiges thermodynamisches Po-
tential vollstandig beschreiben, was hier an zwei Beispielen demonstriert werden soll:

(a) Die freie Enthalpie G(T, P) eines Systems bei konstanter Teilchenzahl sei bekannt.
Bestimmen Sie die isochore Warmekapazitit cy,

Der Ausdruck fiir ¢y soll nur Ableitungen von G enthalten.

Losung: Das Differential der Gibbs’schen freien Enthalpie lautet

dG = —SdT + VdP,



woraus wir die beiden Beziehungen

S(T,P) = — (g—g)P (1)
" V(T,P) = (g—g) @)

erhalten. Die Warmekapazitéit bei konstantem Volumen ist

Dafiir setzen wir im Differential der Entropie P = P(T,V) ein, um S(7, P) und
S(T,V) in Beziehung zu setzen:

dS(T,V) = dS(T,P(T,V)) = (%)PdT+ (g—g)TdP

= (ar) o ), [Gar), 7 (3v) ]

Also bei konstantem Volumen:

(=), ), Gr), (),
Mit GL. (1) folgt:
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Zuletzt wollen wir noch (0P/JT )y durch G(T, P) ausdriicken. Mithilfe von Aufgabe
5(b) auf Blatt 1, angewandt auf die Funktion V(T P), kénnen wir schreiben

ov
ory _ _\ot),
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OP ).
und nun vermoge Gl. (2) die isochore Wirmekapazitét allein anhand von G angeben:
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Nun sei die Enthalpie H (S, P) bei konstanter Teilchenzahl bekannt. Leiten Sie die
isotherme Kompressibilitdt xr her! Diese ist definiert durch

"~ vi\er),-



Losung: Die Aufgabe wird vollig analog zu (a) bearbeitet. Aus dem Differential
der Enthalpie, dH = T'dS + VdP, folgt

OH(S, P) )P -

T(S,P):( 7

sowie V(S P) = (%)S ' (4)

Wir wollen nun die isotherme Kompressibilitdt durch Ableitungen von H (S, p) aus-
driicken. Mittels

oV ov oV 08 08 1%
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gelangen wir bei konstanter Temperatur und mit Gl. (4) zunéchst zu
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T v\er). V| oP? 8Sop  \oP )|
Aufgabe 5(b), Blatt 1, liefert nun fiir die Funktion 7'(S, P) den Zusammenhang
(‘9T
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und wir erhalten zusammen mit Gl. (3) und (4) schliefllich
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3. Dehnbarer Zylinder (8 +5+ 5 = 18 Punkte)

Wir betrachten die Streckung eines diinnen elastischen Zylinders von der Lange L, auf
die Lange L in axialer Richtung durch eine Kraft f. Dabei geniigt f der thermodyna-

mischen Zustandsgleichung
L (L’
Lo L

wobei 7 eine Materialkonstante ist. Von dem Zylinder sind auflerdem der thermische
Ausdehnungskoeffizient bei f = 0,
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Lo OT
der die Temperaturabhingigkeit von Lg(T') beschreibt, sowie die Warmekapazitit bei

konstanter Léange,
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bekannt.



(a) Bestimmen Sie die Anderung der Entropie des Zylinders, AS, in Abhéingigkeit von
~v, T, L, Ly und ag!
Hinweis: Beginnen Sie mit dem aus der Vorlesung bekannten Differential dF. Uber-
legen Sie, wie das Element der Arbeit durch die Kraft f ausgedriickt werden muss
und welches Vorzeichen die Arbeit hat.
Losung: Das Element der vom System geleisteten mechanischen Arbeit bei infini-
tesimaler Langendnderung aufgrund von f lautet 6W = — fdL. Damit gilt fiir die
freie Energie

dF = —SdT + fdL.

Man beachte: Das Vorzeichen von fdL ist positiv, da zum Strecken des Zylinders
Arbeit aufgewendet werden muss (wihrend z.B. ein Gas bei Expansion Arbeit ver-
richtet, weshalb man —pdV als negativen Beitrag schreibt). Aus der Integrabilitéts-
bedingung folgt:
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Die Entropiednderung folgt nun aus der Integration iiber die Lénge:
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Dabei haben wir im letzten Schritt die relative Streckung A := L/ L eingefiihrt.

(b) Wie viel Wiarme wird bei isothermer Streckung auf die doppelte Léange ausge-
tauscht? Wird die Warme aufgenommen oder abgegeben?

Losung: Bei T'= konst. und A = 2 gilt:

5
Der Ausdehnungskoeffizient realer Meterialen ist i.d.R. < 107°K !, sodass der erste
Term das Vorzeichen bestimmt. Die Warme wird somit abgegeben.

Bemerkung: Fiir Gummi unter Normalbedingungen gilt sogar g < 0. Die Griinde
werden wir ggf. noch auf einem spéteren Ubungsblatt untersuchen.



(¢) Nun wird die Streckung isentrop ausgefiihrt, wobei sich die Temperatur des Zylin-
ders dndern kann. Berechnen Sie den thermoelastischen Koeffizienten

oT
Vs = (a—L)S ’

in Abhéngigkeit von v, L, Lo, T, ag und c¢;. Nimmt die Temperatur bei einer
Streckung zu oder ab?

Losung:

g = —
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Die Ableitung 05/0L haben wir in (a) schon ausgerechnet. Damit erhédlt man

yT
CL)\2

Vg = [N =1 —Tag(N’ +2)] .

Wie in (b) wird das Vorzeichen durch den ag-unabhéngigen Teil bestimmt, also
erfolgt bei Streckung (A > 1) eine Erwdrmung des Zylinders.



