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1. Maxwell-Boltzmann-Gas im Gravitationsfeld (Summe: 24 Punkte)

Wir betrachten ein Maxwell-Boltzmann-Gas aus N ununterscheidbaren Teilchen der

Masse m (nicht-wechselwirkend, ohne innere Freiheitsgrade wie Rotations- oder Schwin-

gungsmoden) im kanonischen Ensemble. Das Gas soll sich in einem homogenen Gravi-
tationsfeld (parallel zur z-Achse) befinden. Die Energie ist dann gegeben durch

N p?

H SR i = .

() o) =Y | 2

=1

wobei r; = (2;,¥;, 2;)7 die Orte und p; die Impulse der Teilchen sind sowie g die Fall-
beschleunigung. Das Volumen soll auf den Halbraum z > 0 iiber einer (groBen) Grund-
fliche A beschrinkt sein. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Temperatur
konstant ist, also insbesondere unabhéngig von der Hohe z.

(a) Wir beginnen mit allgemeinen Betrachtungen zum kanonischen Ensemble. Notieren
Sie (4 Punkte)

(i) den Zusammenhang zwischen der kanonischen N-Teilchen-Zustandssumme Zy ()
und der Ein-Teilchen-Zustandssumme Z; () fiir nicht-wechselwirkende unun-
terscheidbare Teilchen,

(ii) wie sich die mittlere Energie (F) aus der kanonischen Zustandssumme Z(3)
berechnen lasst,

(iii) wie sich die Varianz der Energie, (AE)? = (E?) — (E)?, aus Z(j3) berechnen
lasst,
(iv) den Zusammenhang zwischen freier Energie F(T,V, N) und Z(f).

(b) Berechnen Sie nun fiir das oben beschriebene Gas die Ein-Teilchen-Zustandssumme

Z,(B)! (5 Punkte)

(c) Berechnen Sie, ausgehend von (b), Zy(f), die innere Energie U = (Ex), und die
relative Schwankung der Energie (AFEy)/U. Geben Sie die freie Energie und die

Entropie des Gases an! (10 Punkte)
(d) Berechnen Sie mithilfe von Z;(5) fiir ein Teilchen die Verteilungsfunktion W (z) fiir
die Wahrscheinlichkeit, sich in der Hohe z aufzuhalten! (5 Punkte)

Bemerkung: W (z) ist proportional zur Dichte des Gases in der Héhe z. Sie haben
somit die barometrische Hohenformel hergeleitet.

Lo6sung:
(@) () Zn(8) = 5 (Z(5)) (1 P)
() (B) = log Z(9) (1 P)
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(d) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung in z erhdlt man durch ausintegrieren aller anderen
Freiheitsgrade: (1 P)

W(z) = th 5 / dx dy / (2‘2 5)366111@,;)) (2 P)

Die Integrale iiber z,y,p werden vollig analog zu (b) berechnet und kiirzen sich
daher mit den entsprechenden Termen in der Zustandssumme. Es bleibt

W(z) = Bmgemoe, 2 P)
was erwartungsgemé$ (siehe barometrische Hohenformel) exponentiell mit z abféllt.

2. Bose-Einstein-Kondensation in zwei Dimensionen (Summe: 11 Punkte)

Wir betrachten nicht-wechselwirkende Bosonen mit der Dispersionsrelation e, = x|p|®
in zwel Raumdimensionen. Dabei sind & > 0 und « > 0 konstant.

(a) Berechnen Sie die Zustandsdichte v(g). (4 Punkte)

(b) Notieren Sie mithilfe der Zustandsdichte einen Integralausdruck fiir die Teilchen-
dichte (N)/V (ohne Kondensat). Entscheiden Sie anhand des Verhaltens dieser
Teilchendichte fiir © — 0 (u ist das chemische Potential), fiir welche Exponenten «
Bose-Einstein-Kondensation moéglich ist. Das Integral muss dafiir nicht gelost wer-
den. (7 Punkte)

Lo6sung:

(a) Zustandsdichte:
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(b) Teilchendichte:
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Damit Bose-Einstein-Kondensation moglich ist, darf die Teilchendichte ohne Kon-
densat fiir p — 0 nicht divergieren. (1P)

Das Integral fiir © — 0 ist konvergent, wenn o < 2 und divergent wenn o > 2.(3 P)
Das sieht man z.B. so: Entscheidend fiir die Konvergenz ist stets das Verhalten bei



kleiner Energie,

S E(2—a)/a cohpT €0 6(2—a)/a 00 6(2—04)/01
/0 de eBle—p)—1 - /0 de efle—n) — 1 + /60 de efle—n) — 1

~
=:11, stets konvergent

Taylor 0 5(2_a)/
= d + 1
/0 86—5“(1—1—58—1—...)—1 !

u—0 1 =0 2_9
= — de ea ™+ 1
B Jo

Das letzte Integral ist bekanntlich divergent, wenn im Exponenten 2/a — 2 < —1.

Fiir a > 2 tritt also keine Bose-Einstein-Kondensation auf (wie fiir « = 2 in der
Vorlesung besprochen wurde). (1P)

3. Eigenschaften von Gummi (Summe: 23 Punkte)

Gummi besteht aus langkettigen Polymermolekiilen. Wir verwenden hier das folgende
eindimensionale Polymer-Modell, um thermodynamische Eigenschaften eines Gummi-
bandes herzuleiten: Das Polymer ist eine Kette aus N gleichartigen Segmenten s; der
Léange d, die in positive oder negative Richtung orientiert sein kénnen: s; = £d (mit
anderen Worten kann der Bindungswinkel zwischen benachbarten Segmenten 0° oder
180° betragen). Die Energie ist dabei in beiden Fillen gleich. Wir bezeichnen die Strecke
vom Anfangspunkt zum Endpunkt des Polymers als dessen (vorzeichenbehaftete) Lange
L =)".s;. Weiterhin soll die Anzahl aller in positiver Richtung orientierter Segmente
mit n, bezeichnet werden und entsprechend die Anzahl der negativ orientierten Seg-
mente als n_.

(a) Notieren Sie fur festes N und n die Anzahl Q der Konfigurationen (Mikrozusténde)
des Polymers und eine Naherung fiir In €2 im Fall N > 1,n4 > 1. Notieren Sie In ()
so, dass es nur von N und vom Verhéltnis n, /N abhéngt. (6 Punkte)

(b) Bestimmen Sie fiir festes L und N die Anzahl n; und das Verhéltnis n, /N. Ver-
wenden Sie das Ergebnis aus (a), um die Entropie S fiir ein langes Polymer in
Abhéngigkeit von L und N anzugeben. (3 Punkte)

(c) Fiir welches L ist die Entropie maximal? Begriinden Sie, dass das Maximum der
Entropie in unserem Modell (alle Konfigurationen haben die gleiche Energie) dem
thermodynamischen Gleichgewicht entspricht. (4 Punkte)

In den folgenden Aufgabenteilen soll eine Spannkraft f auf das Gummiband wirken. Das
Differential der inneren Energie fiir ein eindimensionales System mit einer Spannkraft

lautet im Allgemeinen
dU =TdS + fdL,

mit der Temperatur 7" und der Entropie S.

(d) Berechnen Sie fiir gegebene N, L, T die Spannkraft f. Zeigen Sie, dass im Limes fiir
kleines L das Hooke’sche Gesetz gilt. (7 Punkte)

(e) Bei einer konstanten Spannkraft f > 0 wird ein Gummiband mit Lq, T} auf T, = ng
erwarmt. Wie grof} ist die Lénge Ly anhand des Ergebnisses aus (d) fiir kleines L7
Welches Vorzeichen hat der thermische Ausdehnungskoeffizient? (3 Punkte)



Hinweis: In den Aufgaben (b) bis (e) soll stets die Naherung fiir N,n,,n_ > 1 beibe-
halten werden!

Losung:
(a)
= ]Y!|: |N! (2 P)
niln_! n (N —ny)!
InQ =In(N!) —In(ny!) = In[(N —ny)l] (1P)
Stirling-Formel fiir n > 1: n! = v2wn(n/e)", also (1P)
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(b) L= (ny —n_)d = (2n, — N)d, somit (1P)
ny 1 L
N_Q(HNd) P
Damit lautet die Entropie (mit x = ]éd)'

S =kpnQ = —Nkg [(1;x>ln<1;x> + (i“}m(i‘”)} (1 P)

(c) Die Entropie ist maximal bei L = 0 (man kann anhand von S aus (b) oder einfacher
direkt mit Q aus (a) argumentieren: der Binomialkoeffizient ist natiirlich maximal
wenn ny = N/2). (2 P)

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die freie Energie F' minimal. (1P)
Esist ' =U —TS. Da in diesem Fall U konstant ist (alle Konfigurationen haben
die gleiche Energie), entspricht das Minimum von F' dem Maximum von S. (1 P)

Man beachte, dass nach unserer Definition L der Abstand der Endpunkte ist. Die
n
Ausdehnung max E s; ist etwas schwerer zu berechnen. Diese hat einen statisti-
n<

i=1
schen Erwartungswert proportional zu v/ N.

(d) Fir dU =0 (1 P)
(denn in unserem simplen Modell haben alle Konfigurationen die gleiche Energie)
gilt:

oS 0ln
f= _Tﬁ_L —k’BT( oL ) (1 P)

:kBTln <Nd+L> (2 P)
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Fiir kleines L, d.h. L < Nd, ist in der Taylorentwicklung um L = 0

Nd+L\ 2L )

die fithrende Ordnung linear, so dass die Spannkraft

kBT
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f= (1P)

linear in L ist (=Hooke’sches Gesetz).

(e) Fiir Prozesse bei konstantem f gilt anhand der vorigen Gleichung T'L =konstant.

Somit ist T A
Ly=—Ly=—L 2 P
2=qpli=gh (2 P)
Folglich wird das Gummiband bei Erwérmung kiirzer = negativer Ausdehnungs-
koeffizient. (1P)
4. Fermionische Vielteilchenzustéinde (Summe: 17 Punkte)

(a)

()

Gegeben seien 3 Ein-Teilchen-Wellenfunktionen ¢ (), ¥s(z), ¥5(z) (alle vorhande-
nen Quantenzahlen sollen bereits durch den Index der Wellenfunktion beriicksichtigt
sein). Geben Sie explizit eine unter Teilchen-Austausch vollsténdig antisymmetri-
sche 3-Teilchen-Wellenfunktion W(zy, zq, x3) an. (3 Punkte)

Zwei Spin-3-Fermionen existieren in einem System mit 3 Orbitalen (Ein-Teilchen-
Zusténde) mit den Energien 1 = 0, €5 = £3 = A (Spin-Entartung ist hier jeweils
auBerdem zu beriicksichtigen). Wie viele Zwei-Teilchen-Zustande stehen dem Sy-
stem zur Verfiigung? Wie lautet die kanonische Zustandssumme? (6 Punkte)

Wir betrachten weiter das System aus (b). Berechnen Sie die Entropie in Abhéngig-
keit von der Temperatur. Welchen Grenzwert hat S fir 7' — 0 und T" — oo? Be-
rechnen Sie auflerdem den Erwartungswert der Energie fiir beliebige Temperatur
und dessen Grenzwert fiir 7" — oo. (8 Punkte)

Lo6sung:

(a)

Entweder mit der Summe iiber alle Permutationen,
U (21, T2, 73) = \/—Z lPlP [V1(21) Yo (22)Y3(23)]

oder mit der Slater-Determinante:

RN o e
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(23)

1
=7 (V1 (21)02(22)Y3(w3) + Y1 (w3) 02 (21)Y3(22) + Y1 (@2)a(3)103(21)

—th1 (1) Pa(3)Y3(22) — 1 (w2)a(1)Ys3(w3) — 1 (w3)Pa(T2)3(21))]
(2 P)

(1 P)



(b)

EinschlieBlich des Spins (1 oder | fiir Spin-3-Fermionen) gibt es 6 Ein-Teilchen-
Zusténde. (1P)
Die Anzahl N, der Zwei-Teilchen-Zustédnde ist die Anzahl an Moglichkeiten, ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge 2 aus 6 Zustdnden zu wihlen, also

6 6!
v (8 gy )

Von den 15 Zustidnden hat 1 Zustand die Energie 2¢; = 0 (beide Fermionen im
Grundzustand), 6 Zustédnde haben die Energie 25 = 2A (Moglichkeiten, 2 aus 4
Zusténden zu wihlen) und die iibrigen 8 Zustédnde haben die Energie &1 + g9 = A.

(2 P)
Die kanonische Zustandssumme lautet daher
Z(B) =1+8e P2 + 6e 24 (1 P)
or 0
S=—— = —kgTlog (14 8¢ P2 4 6294 1P
<8T)VN FTi 0g(+e + 6e ) ( )

A 2ePA 4 37280
_ “BA | o280 4 42
= kplog (1+ 872 + 6e772) P (2 P)

lim S(T) = (1 P)
lim S(T) = kpln(15) (1 P)

Energieerwartungswert:
2eBA 4 3264
1+ 8e=FA 4 6e—264
T—o0 4

— §A (1P)

(BY =U = F+ TS = 4A (2 P)




