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1. Phonons in Graphene:

Die Gitterkonstante:
a = 1.

Die Position jedes Ions läßt sich durch die mittlere Ionenposition R(0) und eine Abwei-
chung u (Verschiebungsfeld) ausdrücken. Es gibt zwei Ionen (A und B) pro Elementar-
zelle. Wählen wir als unsere Elementarzelle das horizontalen Verbindungselement “A–
B”. Dann bezeichnen wir die Ruhepositionen als

R
(0)
A = ma1 + na2,

und
R
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B = ma1 + na2 − δ3,

wobei die Gittervektoren sind
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wobei δj zeigt auf den nächsten Nachbarn (sehen Sie bitte die Abbildung):
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Jetzt können wir die Positionen des Ions A und B aufschreiben

R(A)
m,n = ma1 + na2 + u(A)

m,n, R(B)
m,n = ma1 + na2 − δ3 + u(B)

m,n.

Betrachten wir nur die Kraftskonstanten zwischen nächsten Nachbarn. Dann jede Ion
A hat drei B Nachbarn und die elastische Energie ist
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Die gesamte elastische Energie ist

U =
∑
m,n

U (A)
m,n.

Hier sind alle Verbindungselemente mitberücksichtigt.

Benutzen wir jetzt die Harmonische Nḧarung, d.h. die Entwicklung von U in 2.Ordnung
in u:
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Jetzt können wir die Bewegungsgleichungen aufschreiben

M
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Explizit:
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Verwenden wir jetzt die Fourier-Transformation:(
u(A,B)

m,n

)
x,y

= A(A,B)
x,y eiωte−iR(0)

A q,

wobei R
(0)
A die koordinate der Elementarzelle ist. Schreiben wir unsere Bewegungsglei-

chungen in Matrix-Form auf:
M

K
ω2A =

1

4
D̂A,

wobei
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(
A(A)

x , A(A)
y , A(B)

x , A(B)
y

)
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und
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
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√
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Die Eigenwerte von D̂:

E01 = 12, E02 = 0, E± = 6± 2

√
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3qx
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√
3qy
2
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√
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Die Entwicklung für kleine q (hier q = |q|):

E− ≈
3

2
q2, E+ ≈ 12− 3

2
q2.

Deswegen finden wir zwei akustische Phononen

ω02 = 0, ω− ≈
√

3K

8M
q,

und zwei optische Phononen
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M
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.

Die zwei Phononen ω01 und ω02 haben keine Dispersion. Das ist ein Artefakt unserer
Nährung. Um die Phononen in Graphen besser zu beschreiben, muss man weitere (d.h.
weiterhin von nächste Nachbarn) Kupplungen betrachten.



2. Debye-Waller factor:

(a) Wir berechnen
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√
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εs(k)âks.

Wir berechnen den Mittelwert 〈. . . 〉 über den gleichen Quantenzustand, deswegen
nur die “diagonale” Terme beitragen〈

â†ksâks + âksâ
†
ks

〉
= 2nks + 1 = coth
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.

Davon finden wir
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(b) Für akustische Phononen gilt
ωks = csk.

Für kleinen k
1

ωks

coth
ωks

2T
∼ 1

k2
.

Deswegen divergiert das Integral ∫
ddk

(2π)d
1

k2

für d < 3.

(c) In einem 3D monoatomischen Kristall treten drei akustische Zweige auf: 1 longitu-
dinaler und 2 transversale. Wir wählen den Zweig mit

εs(k) ‖ q ⇒ (qεs(k))2 = q2.

Dann führen wir die Zustandsdichte der Phononen∫
d3k
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∑
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→
ωD∫
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,

und finden
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ωD∫
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Bei T = 0

coth
ω
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→ 1 ⇒ 2W =

3q2
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1
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.

Bei T � ωD
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ω
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ω
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Here haben wir die Normalisierung des Spektrums der Phononen berücksichtigt.

(d) Hier entwickeln wir den Strukturfaktor bis zur ersten Ordnung

exp 〈(q · u(0)) (q · u(R))〉 ≈ 1 + 〈(q · u(0)) (q · u(R))〉 .

Ketzt berechnen wir den Mittelwert

〈(q · u(0)) (q · u(R))〉 =

=
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∑
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Davon finden wir den Strukturfaktor

S(1) = e−2W
(qεs(q))2

2Mωqs

[(nks + 1)δ(ω + ωqs + nksδ(ω − ωqs] .

Die δ-Funktionen entsprechen die Erhaltungssätze:

Erzeugung (Emission) des Phonons
k2

2m
=
k′2

2m
+ ωqs;

Absorption des Phonons
k2

2m
=
k′2

2m
− ωqs.

Impulserhaltung: (K sei ein reziproke Gittervektor)

k′ ± q = k +K,

und zwar (ωq = ω−q)
k2

2m
=
k′2

2m
± ωk−k′,s.


