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1. Hartree-Fock Naherung als Variationsproblem: (50 Punkte)

Wir betrachten 2N wechselwirkende Elektronen im Potential U®")(r), dass
von Ionen (z.B. in einer Molekiil oder in Metall) erzeugt ist. Der Hamilton-
Operator lautet
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Die Coulombabstoflung ist gegeben durch U (r; —ry) = €2/|r; — ry].

(a) (15 Punkte) Als Variationsansatz fiir die Mehrteilchenwellenfunktion ¢
nehmen wir die Slater-Determinante konstruiert aus N unbekannten 1-
Teilchen-Wellenfunktionen (Orbitalen) ¢,(r) (n =1,...,N). Jedes Orbital
taucht zweimal in ® auf: einmal mit Spin rauf und einmal mit Spin runter.
Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie F[®] = (P|H|P). Benutzen
die die Methode der zweiten Quantisierung.

Hinweis: Die Feldoperatoren \i/g(r) lassen sich in jeder vollstindigen 1-Teilchen-Basis
entwickeln, z.B., V(z) =" ¢, ()¢, (die Spin-Indizes sowohl in der Koordinate x
als auch in der Quantenzahl n enthalten.). Hier ¢, ist der Vernichtungsoperator.

Der Feldoperator lautet W, (r) = Y o @n(r)éno (wir nehmen an die Wellenfunktionen
sind spinunabhéngig). Fiir n = 1,..., N nehmen wir die Zusténde ¢,,(r) aus unserer
Slater-Determinante. Fiir n > N nehmen wir alle anderen 1-Teilchen-Zusténde,
sodass die Basis volstidndig ist (die werden keine Rolle spielen). Wir setzten das
Feld U, (r) in den Hamilton-Operator ein. Das ergibt
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Fiir die Erwartungswerte erhalten wir

(@|¢] ,Crol®) =1 falls n< N sonst 0.
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(fiir ny < N und ny < N, sonst 0). Das ergibt
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(b) (10 Punkte) Im Variationsverfahren minimieren wir die Energie E[®] unter
Voraussetzung, dass die Orbitale ¢, (r) normiert sind. Dafiir brauchen wir
die Lagrange-Multiplikatoren &,. Das relevante Funktional lautet

E[®] = (9|H|®P) Zé’ (Pnlbn)

Variieren Sie dieses Funktional und leiten Sie die folgenden Hartree-
Fock-Gleichungen fiir die Orbitale ¢, (r) her:
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Beobachten Sie, dass &, die Rolle der Einteilchen-Energie iibernimmt.
Folgt direkt aus Eq. 1.

(¢) (25 Punkte)Betrachten Sle jetzt das Jellium-Modell eines Metalls, sodas
UD(r) = — [drin; (r1) 5~ Hier ist n; die Dichte der Ionen (n; ist r-
unabhingig 1nnerhalb des Volumens V). Zeigen Sie, dass der Hartree-
Beitrag und der U"-Beitrag sich gegenseltlg kiirzen, wenn die Elektron-
Dichte n. gleich der Ion-Dichte ist, n, = n,;. Zeigen Sie, dass die ebene
Wellen ¢,(r) = \%V exp [ipT] eine Losung der Hartree-Fock-Gleichungen
fiir das Jellium-Modell ergeben. Berechnen Sie die Energie £, (inklusive
Fock-Energie) angenommen alle Zustéinde mit |p] < pr besetzt sind und
alle anderen sind leer.
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Wir probieren die ebenen Wellen
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Also die ebenen Wellen sind Losungen und

h2q¢®> 1 h2q? d3q,  4Ame?
q 2 Um0 =g, ey e Y

q1,|lq11<qr lg1|<qr

2. Hartree-Fock Niherung in Graphen: (50 Punkte)

Wir wiederholen die obere Aufgabe fiir den Fall des Graphens. Eine Besonderheit
dabei ist es, dass zuséitzlich zu den Ort- und Spin-Koordinaten, eine Subgitter-
Koordinate a = A, B no6tig ist. Dann ist der Feldoperator ein 2-Spinor im

A, B-Raum, \ilao(r). Der Hamilton-Operator lautet
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Das Potential U (r) ist wieder das Jellium-Potential von Ionen.

Die 2 x 2 Matrix h, s ist der Hamilton-Operator in Graphen in der Nihe des
Dirac-Punktes: .
i}:v( 0 pw“py).
Pz — 1Py 0

Dieses Verhalten ist korrekt fiir Impulse |p| < A, wobei A ein cut-off Impuls
ist. Das Energie-Spektrum ist dann linear E, = $uv|p|. Einfachheitshalber
betrachten wir nur ein Tal (Valley).

(a) (10 Punkte) Leiten Sie die Hartree-Fock-Gleichungen her.

Die Wellen-Funktionen haben zusitslich zu r eine neue Koordinate o = A, B:
¢n(r, ). Der Feldoperator lautet W, . (r) =3, , &n(r, @)énq. Wir erhalten
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Der UM-Term und der Hartree-Beitrag kiirzen sich und wir haben
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(20 Punkte) Zeigen Sie, dass die Eigenzustinde des Operators h eine Losing
der Hartree-Fock-Gleichungen ergeben.

Benutzen Sie die folgende Darstellung:
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Die Eigenzustédnde von h lauten
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Hier b = 41 ist der Band-Index. Die Eigenenergie lautet bup.
Die Quantenzahl n wird zu n — p, b. Wir erhalten
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Wir behandeln erst die ebenen Wellen e\ﬁ:
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Wir definieren g = p; — p und erhalten
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Diese Gleichung ldsst sich umschreiben wie
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wobel Fj(a, aq) ist die Matrix im Untergitter-Raum gegeben durch
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Der Winkel 6,4, ergibt sich wie 0,44 = 0, + 6 (siche Abb. 1). Daher
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Abbildung 1:
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Aus Symmetrie-Griinden fallt sin 6 aus und wir bleiben mit

by (2) 0 e'op
Fp(a, ay) = const — 5V Z U™ (q) cosb it o ) (12)
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Denn Fy(a, 1) ~ h der Spinor C, (1) ist eine Losung der GL. 8. Damit haben wir
das erforderte bewiesen.

(¢) (20 Punkte) Nehmen Sie an, dass das untere Band besetzt wobei das obere
band leer ist. Zeigen Sie, dass sich die folgende elektronische Energie mit
der Fock-Korrektur ergibt
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Aus GI. 8 und GI. 12 folgt

bb
Epp = bup — —1 Z U (q)cosf (13)
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In unserer Konstruktion kénnen wir nur die Energien der besetzten Zusténde berechnen.
Dann b = by = —1. Wir erhalten

Ep_ = —Up— —— Z U (q)cosf (14)

Es ist jetzt bequemer zuriik zu p und p; zu ubergehen. Dann gilt
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Dann gilt
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Jetzt die Renormierung der Geschwindigkeit (A ~ 1/a ist ein cut-off Impuls, a ist
die Gitterkonstante):
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Fiithren wir die dimensionslose Variable ein:
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Entwickeln wir den Integrand:
l.x <1t

Dann

1
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Fiir kleine x konvergiert das Integral.
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