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1. Greensche Funktion - 1-dim. Wirmeleitungsgleichung (5 Punkte)

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung lautet
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Hierbei ist T'(¢, z) die Temperatur zur Zeit t am Ort 2 und A die Temperaturleitfdhigkeit.
Eine zugehorige Greensche Funktion muss die Gleichung

erfiillen. Losen sie diese Gleichung im Energie-Impulsraum und zeigen Sie explizit mit
Hilfe einer Fouriertransformation und des Residuensatzes, dass

Gt z) = \/ﬁe(t) exp (—4“"—;)

gilt. Erldutern Sie, wie sich damit die Temperatur T'(¢,z) fiir ¢ > 0 berechnen lésst,
wenn 7'(0, x) = Ty(z) gegeben ist.

2. Greensche Funktion - Diffusion in d-dim. Gitter (10 Punkte)

Wir betrachten die Zufallsbewegung (Brownsche Bewegung) eines klassischen Teil-
chens auf einem d-dimensionalen, unendlich ausgedehnten, kubischen Gitter mit Git-
terkonstante a = 1. Das Teilchen befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Gitterpunkt
x = (0,...,0) und bewegt sich mit Ablauf eines jeden diskreten Zeitintervalls ¢t — ¢+ 1
mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu einem der 2d benachbarten Gitterpléitze.

Ziel dieser Aufgabe ist es, die Wahrscheinlichkeit Py zu berechnen, dass das Teilchen in
der Zeitspanne von ¢ = 1 bis t = oo niemals zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

(a) Esseip(t, x) die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen zum diskreten Zeitpunkt
t am diskreten Ort & befindet. Desweiteren definieren wir die Fouriertransformierte

plt,q) =Y e 9p(t, @)

x

sowie die generierende (oder Greensche) Funktion

Gw,q) =D _e™'p(t,q).
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Zeigen Sie, dass fiir [W(q)| < 1 gilt:
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1
Tﬂ/(q), wobei W(q) = —(COS g1+ ...cos qd)

G(w,q) = -

Welche analytischen Eigenschaften hat G(w,q) in diesem Fall als Funktion der
komplexen Variablen w? (2 Punkte)
Hinweis: Betrachten Sie die Anderung von p(t,x) bei einem Zeitschritt.

Geben Sie G(w, g) im Grenzfall w, |gq| < 1 an und vergleichen Sie das Ergebnis mit
der Greenschen Funktion aus Aufgabe 1. Uberlegen Sie sich, welche Gleichungen
fiir die Form der Greenschen Funktionen verantwortlich sind und welchen Anfangs-
bedingungen diese geniigen. (1 Punkt)

Zeigen Sie, dass das Teilchen in der Zeitspanne ¢ = 1 bis t = oo im Mittel (/N)-mal
zum Ausgangspunkt zuriickkehrt mit

B dq  W(q)?
() = / @n)i1-W(q)
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Untersuchen Sie das Verhalten von (N) fiir d < 2, d > 2 und d — oo. (Fiir den
letzten Fall kann es hilfreich sein, sich z.B. an den zentralen Grenzwertsatz fiir
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu erinnern.) (3 Punkte)

Wir zeigen nun, dass

1

(N)+1 2)

Py =

gilt, und bezeichnen dazu mit p, die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zum Zeit-
punkt 7 das erste Mal zuriickkehrt.

(d)

(e)

Driicken Sie in Abhéngigkeit von p, die Wahrscheinlichkeit dafiir aus, dass das
Teilchen

(1) zur Zeit 7 das erste Mal und zur Zeit 7, +7» das zweite (nicht notwendigerweise
letzte) Mal zuriickkehrt;

(71) bis einschlieflich zum Zeitpunkt ¢ mindestens n-mal zuriickgekehrt ist;

(i4i) insgesamt, d. h. zur Zeit t — oo, mindestens n-mal zuriickgekehrt ist. Im wei-
teren bezeichnen wir diese Wahrscheinlichkeit mit Ps,,.
( Uberlegen Sie sich, warum diese Wahrscheinlichkeit in Abhdngigkeit von Psq
dargestelt werden kann.)

(2 Punkte)

Driicken Sie P, und (N) in Abhéngigkeit von P>; aus und beweisen Sie damit
Gleichung (2)!

(2 Punkte)

Hinweis: FEs ist vielleicht hilfreich die Wahrscheinlichkeit P, zu bestimmen, dass
das Teilchen insgesamt genau n-mal zurickkehrt.



