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1. Longitudinale Phononen und der Phonon-Propagator (20 Punkte)

Als einfachstes Modell fiir Phononen (Gitterschwingungen) im Kristallgitter betrachten
wir longitudinale Schallwellen in einem isotropen, homogenen Medium. Die klassische
Lagrange-Funktion dieser Anregungen ist gegeben durch

L= /d3r L(r), L(r)= % (0iq)* — A(Vq)?|,

wobei ¢(r,t) die Auslenkung des Mediums von der Ruhelage in Richtung des Wellen-
vektors k am Punkt r beschreibt. Die Konstanten py und ¢ bezeichnen die mittlere
Dichte des Mediums und die Schallgeschwindigkeit.

(a) Stellen Sie die klassische Bewegungsgleichung fiir das Feld ¢(r,t) auf.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange-Gleichung einer klassischen Feldtheo-
rie folgende Form hat:
OL(r,t) IL(r,t) OL(r,t)
Oh———<+V = =0
5(Dhg(r, 1)) " 6(Vg(r,t)  Sq(r,t)

(b) Losen Sie die klassische Bewegungsgeichung durch Fouriertransformationen im Raum
und in der Zeit. Zeigen Sie, dass die Schallwellen der linearen Dispersion wy, = c|k|
genigen.

(c) Berechnen Sie das zum Feld ¢(r,t) kanonisch konjugierte “Impulsfeld”
oL

0(9hq(r,t))

Welcher physikalischen Gréfle entspricht dieses Feld?

p(r,t) =

(d) Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion des klassischen Systems. Zeigen Sie, dass
sich diese als eine Summe iiber Moden k darstellen ldsst, welche jeweils einem
harmonischen Oszillator mit Frequenz wy, entsprechen.

Es gilt nun, diese Schallwellen zu quantisieren. Die klassischen Felder ¢(r,t) und p(r, 1)
werden hierbei durch Operatoren ersetzt, die der kanonischen Vertauschungsregel

[(j(’l‘, t)vﬁ(rlv t)] = ih&g('r - ’I’,) (1)

geniigen. Im Folgenden sei A = 1. Die Quantisierung lésst sich technisch bewerkstel-
ligen, indem die Quantenfelder ¢(r,t) und p(r,t) durch geeignete Kombinationen von
bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dargestellt werden.

(e) Begriinden Sie: Miissen die Operatoren ¢ und p hermitisch sein?



(f) In Analogie an die Quantisierung des linearen harmonischen Oszillators wéhlt man
den folgenden Ansatz fiir §(r,t) in Heisenberg-Darstellung:

d(’l", t) _ Z Ak [bkeikzrfiwkt + b;rgefikTJriwkt )
k

Inwiefern besteht eine Analogie zum harmonischen Oszillator? Wodurch ist diese
Analogie gerechtfertigt? Bestimmen Sie die Koeffizienten Ay.

Hinweis: Verwenden Sie Ihr Ergebnis aus Teil (c¢) sowie den Kommutator (1).
(g) Driicken Sie den Hamilton-Operator des quantisierten Systems durch b, und bL aus.

(h) Uberzeugen Sie sich mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung dyp(r,t) + poVo(r,t) = 0,
dass das Phononfeld, iiblicherweise durch

1) = 3 i [ 2 [ttt o
k

dargestellt, proportional zur Abweichung der Dichte p(7, t) von der mittleren Dichte
po des Mediums ist und geben Sie die Proportionalitdtskonstante an.

Die Greensche Funktion eines unter Raum- und Zeittranslationen invarianten Systems
nicht wechselwirkender Phononen ist definiert durch

D(r,t) = =i (@] T 4(r, 1) $(0,0) Do) , (3)
wobei T das chronologische Produkt (“latest to the left” ) und ¢(r, t) das in (2) definierte
Phononfeld bezeichnet.

(j) Welche der bosonischen Phononenzustéande sind im Grundzustand |®y) bei Tempe-
ratur 7=0 besetzt?

(k) Berechnen Sie die Fouriertransformierte D(k, w) durch explizites Einsetzen der Pho-
nonenfelder.

2. Bogoliubov-Transformation (10 Punkte)

(a) Wir betrachten den Hamilton-Operator H = €,¢l¢; + exches + Acyey + A*clel und
die durch die komplexe 2 x 2-Matrix T definierte Bogoliubov-Transformation

ai C1 U U* c1
der fermionischen Vernichtungsoperatoren c;, c; mit det T = |ul? 4 |v]? = 1.

i) Zeigen Sie: Auch a;, geniigen den fermionischen Antivertauschungsrelationen.

ii) Bestimmen Sie eine unitire Transformation 7', die H diagonalisiert, d. h. in die

Form t t
H = wiaya1 + waajas + reelle Konstante

bringt, und geben Sie wq, ws an.

Hinweis: Bringen Sie H zundchst in die Form
H= (CI 02) K (3) + reelle Konstante.
2

und diagonalisieren Sie die Matriz K.

(b) Diagonalisieren Sie H fiir den Fall, dass ¢, ¢o (und ay, as) bosonische Vernich-
tungsoperatoren sind. Warum sind die Transformationen 7" nun pseudounitér, d. h.
TTO'3T = 0'3?



