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1. Ideales Fermi-Gas in niedrigen Dimensionen:

Wir betrachten ein ideales Gas freier fermionischer Punktteilchen der Masse m in nied-
rigen Dimensionen d = 1, 2.

Bestimmen Sie bei T' = 0 die Beziehungen zwischen der Gesamtteilchenzahl N und

(a) dem Grenzimpuls pp; (1 Punkt)
(b) der Grenzenergie Ep; (1 Punkt)
(c) der Gesamtenergie des Gases U(T = 0), (1 Punkt)
(d) Berechnen Sie die Zustandsdichte (2 Punkte)

v(e) = % > 6(e - e(k)).

2. Ideales Fermi-Gas bei 7' # 0

Wir betrachten jetzt ein ideales Gas freier fermionischer Punktteilchen der Masse m ,
die auch einen Spin 1/2 besitzen. Diese befinden sich in einem Volumen V = L3, mit
periodischen Randbedingungen fiir die Wellenfunktionen. Gegeben sei das chemische
Potential pu.

Wenn T # 0, dann kann man die thermodynamischen Gréfien durch Integrale iiber die
Fermi-Funktion ausdriicken. Bestimmen Sie auf diesem Weg

(a) das groSkanonische Potential (2; (2 Punkte)

(b) die Entropie S; (1 Punkt)



(c) die innere Energie U; (1 Punkt)
(d) die Gesamtteilchenzahl N. (1 Punkt)

(e) Uberpriifen Sie, dass gilt

. Das relativistische entartete Fermi-Gas:

Wird das Gas komprimiert, so nimmt die mittlere Energie der Elektronen zu (Er
wiichst); wird sie mit mc? vergleichbar, so werden relativistische Effekte wesentlich.
Wir betrachten hier ausfiihrlich das vollstindig entartete ultrarelativistische Elektro-
nengas, die Energie seiner Teilchen soll grof8 im Vergleich zu mc? sein. Bekanntlich hingt
in diesem Fall die Energie eines Teilchens von seinem Impuls durch die Beziehung

e =ck

ab. Dieses Modell kann man auch verwenden, um die Elektronen in Graphen zu be-
schreiben.

(a) Berechnen Sie die Zustandsdichte in den Dimensionen d = 1,2, 3. (2 Punkte)

Bestimmen Sie fiir T' = 0 die Beziehungen zwischen der Gesamtteilchenzahl N und

(b) dem Grenzimpuls pp; (1 Punkt)
(c) der Grenzenergie EF; (1 Punkt)
(d) der Gesamtenergie des Gases U(T = 0), (1 Punkt)

. Die zweite Quantisierung. Fermi-Statistik.

In dieser Ubung betrachten Sie ein System aus N nichtwechselwirkenden Fermionen im
Grundzustand. Das System findet sich im Volumen V. In der Vorlesung haben Sie die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kennengelernt. Der Operator dl vergroflert
die Zahl der Teilchen im i-ten Zustand um 1. Den Operator a; vermindert die Zahl der
Teilchen im i-ten Zustand um 1. Man kann auch die Feldoperatoren einfiihren:
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Der Operator @T(r) erzeugt ein Teilchen im Punkte r. Der Dichte-Operator kann man
durch die Feldoperatoren ausdriicken:

a(r) = B(r) B (x),

Bestimmen Sie jetzt:

(a)

(b)

den Mittelwert der Teilchenzahldichte n, (1 Punkt)

den Mittelwert der Teilchenzahl N’ in einem Volumen V' <V, (1 Punkt)

Hinweis: Benutzen Sie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Raum der
Besetzungszahlen. Driicken Sie die physikalische Groe durch die Operatoren af und
a aus und berechnen Sie die Mittelwerte im Grundzustand.

Berechnen Sie die Korrelation der Teilchenzahldichte fiir Teilchen mit gegebenen
Werten der z-Komponente des Spins

n(ry, s:1)n(rs, s:2),
wobei n(r;, s,;) die Dichte von Teilchen im Ort r; mit z-Komponente des Spins s,;

ist. (3 Punkte)

Berechnen Sie die Korrelationsfunktion

g(r)=— (n(rl)n(rg) — ﬂ2) , T =Ty — Ty,

wobei n(r;) die Teilchendichte im Ort r; und n der Mittelwert der Teilchendichte
ist.



