KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE

DER KONDENSIERTEN MATERIE

Moderne Theoretische Physik fiir Informatiker SS 2014

Prof. Dr. A. Shnirman Blatt 2
Dr. B. Narozhny Besprechung 29.04.2014

1. Gedampfter und getriebener harmonischer Oszillator:

Betrachten Sie den eindimensionalen harmonischen Oszillator:

d*x(t)
e

= —kux,

mit den Anfangsbedingungen z(0) = ¢, ©(0) = vy.

(a)

Finden Sie die Losung z(t), t > 0, fiir dieses Anfangswertproblem. Berechnen Sie
daraus die Energie des Oszillators und diskutieren Sie die Abhéngigkeiten von den
Anfangsbedingungen.

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

Benutzen Sie den Ansatz z(t) = cye. Durch Einsetzen ergibt sich eine quadratische
Gleichung und zwei Losungen fiir A.

Diese zwei Losungen stellen zwei unabhéngige Losungen dar und eine lineare Su-
perposition dergleichen fiihrt zur allgemeinsten Losung. Benutzen Sie, um nach
den entsprechenden Koeffizienten zu lésen, die allgemeinen Anfangsbedingungen
z(t =0) = zg und (¢ = 0) = v0.

Um schlieBlich eine einfache Form fiir das Ergebnis abzuleiten ist es hilfreich w? =
k/m anzusetzen und die Identitiiten sin(x) = (e — e~%)/(2i) und cos(z) = (e +
e~") /2 anzuwenden.

Nun kann man die funktionelle Form der Energie £ = m?/2 + kxz?/2 in Abhiingig-
keit der Anfangsbedingungen untersuchen.

Untersuchen Sie, wie sich die Losung z(¢) dndert, wenn man den Oszillator dampft,
d.h. einer zusétzlichen Reibungskraft aussetzt:
d*x(t)
dt?

dx(t)
cdt

m

=—kx —2p

Wie entwickelt sich die Energie als Funktion der Zeit jetzt? Diskutieren Sie ihr
Resultat.

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

Als Ansatz kann wieder der Ansatz aus a) gewéhlt werden, und wieder ergeben sich
zwei Werte fiir \.

Parametrisieren Sie diese Werte zunachst durch @ = p/m und w; = va? — w?.
Es ergeben sich nun tendenziell drei verschiedene Félle, je nachdem wie grofl die
Déampfung p gewahlt wird:

i) a? > w? (starke Dampfung),



ii) a? = w? (aperiodischer, kritischer Grenzfall) und

iii) o < w? (sschwache Dampfung)

Diskutieren Sie fiir diese drei Fille die Losungen x(t) unter allgemeinen Anfangs-
bedigungen, d.h. das Oszillationsverhalten und die Energie als Funktion der Zeit.
Fiir 1) ist es hilfreich die Losung z(t) durch die Funktionen sinh(x) = (e* — e™*)/2
und cosh(z) = (e* 4+ e ") /2 auszudriicken.

Fur ii) ist es hilfreich zu sehen, dafl auch z(t) = cte ein giiltiger Ansatz ist.

Fur iii) ergeben sich wieder imaginire Losungen fiir die Parameter .

(¢) Finden Sie die Losung eines geddmpften Oszillators, der nun noch von einer externen
periodischen Kraft angetrieben wird
d*x(t dx(t
m%g) + Qp% + kx = fycoswyt.
Diskutieren Sie wieder die Zeitabhingigkeit der Systemenergie. Was passiert fiir
w§ = w?? Welche Rolle spielt die Reibung hier?

Versuchen Sie sich an der Losung, indem Sie als allgemeinen Ansatz x(t) = zo(t) +
x,(t) verwenden, wobei x¢(t) die Losung wére ohne den zusétzlichen Antriebsterm
(siche b)) und z,(t) die sog. Partikuldrlosung, fiir welche wir die Form z,(t) =
o cos(wot — ¢) annehmen. Benutzen Sie nur den Partikuldransatz in der obigen
Differentialgleichung und die Additionstheoreme fiir sin und cos um das Resultat
zu zwei Termen zu vereinfachen, jeweils proportional zu sin bzw. cos, welche beide
unabhéngig die Gleichung erfiillen miissen. Dies fiihrt auf eine Bedingung fiir ¢.

2. Lagrangegleichungen und Pendel:

(a) Eine Masse héngt von einem kleinen Zylinder herunter, welcher sich frei und ohne
Reibung in der horizontalen zRichtung bewegen kann (siehe Bild).

m

Frei beweglicher Zylinder
mit Masse.

Die Lénge des Seiles sei konstant gleich [. Das Pendel habe dabei die Moglichkeit
in der yz-Ebene zu schwingen. Bestimmen Sie
i) die Lagrange funktion L(¢, z, b, , t),
ii) die zugehorigen Bewegungsgleichungen, und
iii) die Erhaltungssitze, welche man mit Hilfe der zyklischen Koordinaten finden
kann.



Zu i): Allgemein gilt fiir die Lagrangefunktion L = T — V', wobei T = m?/2 die
gesamte kinetische Energie und V' = mgz die gesamte potentielle Energie bezeich-
nen. Da y und z nicht unabhéngig sind (warum?) fithren wir neue Koordinaten
(r,y,2) — (x,r,¢) ein, durch (x = z,y = rsing,z = —rcos¢). Wie lautet die
Nebenbedigung des Pendels in diesen Koordinaten? Wie lautet L in diesen Koordi-
naten?

Zu ii): Wenden Sie die EulerLagrangeGleichungen jeweils fiir die Koordinatensétze
(z,4) und (¢, $) an. Dies fiihrt auf zwei unabhéingige Bewegungsgleichungen fiir die
unabhéngigen Koordinaten.

Zu iii): Wenn die Lagrangefunktion L nicht von einer Koordinate ¢ abhéngt, sondern
nur von der zugehdrigen Geschwindigkeit ¢, dann nennt man ¢ zyklische Koordinate.
Fiir zyklische Koordinaten ¢ gilt natiirlich 0L/dq = 0 und daraus folgt, dal dL/dq
erhalten ist (warum?).

Betrachten Sie nun zwei durch eine Feder gekoppelte Pendel gleicher Linge | und
Masse m (siehe Bild).

Durch eine Feder gekoppelte
Pendel.

Bestimmen Sie

i) die Lagrangefunktion L(¢y, ¢a, b1, do, ),

ii) die zugehorigen Bewegungsgleichungen, wobei sich hierbei ein Gleichungssy-
stem zweier gekoppelter Gleichungen ergibt, und

iii) losen Sie das Gleichungssytem durch Einfuhr der entsprechenden Normalko-
ordinaten und diskutieren Sie die zugehorigen Schwingungszustédnde fiir die
unterschiedlichen Félle der Gleichschwingung (¢o = ¢1), der Gegenschwingung
(p2 = ¢1) und der Schwebung (¢2(t = 0) # 0,¢1(t = 0) = 0). Was fallt
insbesondere bei der Schwebung auf?

Zu i): Uberlegen Sie sich, daB die kinetische Energie eines einzelnen Pendels gegeben
ist durch T; = mzlfqﬁf und die potentielle Energie eines einzelnen Pendels durch
Vi = —mygl; cos ;. Wie ist der interferierende Anteil der gesamten potentiellen
Energie, welcher sich aus der Federkopplung zwischen den zwei Pendeln ergibt?
Zu ii): Nutzen Sie die TaylorNéherungen erster Ordnung von sin(z) und cos(z) fiir
kleine x und setzen Sie dann die EulerLagrangeGleichungen beziiglich der Koordi-
natensétze (¢, $1) und (¢2,q32) an.

Zu iii): Um auf die linear unabhéngigen Normalkoordinaten zu kommen, machen
Sie den Versuch, die zwei Gleichungen einmal voneinander zu subtrahieren und ein-
mal zueinander zu addieren. Dies entkoppelt die Gleichungen. Was sind die daraus
resultierenen Normalkoordinaten, in Abhéngigkeit der Winkel ¢; und ¢, welche
nun jeweils eine der entkoppelten Gleichungen l6sen?



