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1. Drehimpulsoperator:

Hier benutzen wir die Kommutatoren[
L̂i, x̂j

]
= i~εijkx̂k,

[
L̂i, p̂j

]
= i~εijkp̂k,

und die Eigenschaften [
Â, B̂Ĉ

]
=
[
Â, B̂

]
Ĉ + B̂

[
Â, Ĉ

]
,[

ÂB̂, Ĉ
]

= Â
[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂.

(a) “Skalaroperatoren”

[
L̂i, ~̂r

2
]

=
[
L̂i, ~̂p

2
]

=
[
L̂i, ~̂p · ~̂r

]
= 0

Es gilt für jeden Skalaroperator f̂ : [
L̂i, f̂

]
= 0.

(b) “Vektoroperatoren”

[
L̂i,
(
~̂p · ~̂r

)
p̂k

]
= i~εikn

(
~̂p · ~̂r

)
p̂n.[

L̂i,
(
~̂p · ~̂r

)
x̂k

]
= i~εikn

(
~̂p · ~̂r

)
x̂n.[

L̂i, ax̂k + bp̂k

]
= i~εikn (ax̂n + bp̂n) .

Es gilt für jeden Vektoroperator f̂j:[
L̂i, f̂j

]
= i~εijkf̂k.



(c) “Tensoroperatoren”

[
L̂i, x̂kx̂l

]
= i~ (εikpδnl + εilnδkp) x̂px̂n,[

L̂i, p̂kp̂l

]
= i~ (εikpδnl + εilnδkp) p̂pp̂n,[

L̂i, x̂kp̂l

]
= i~ (εikpδnl + εilnδkp) x̂pp̂n.

Es gilt für jeden Tensoroperator f̂kl:[
L̂i, f̂kl

]
= i~ (εikpδnl + εilnδkp) f̂pn.

2. Leiteroperatoren:

Hier benutzen wir die Kommutatoren[
L̂i, L̂j

]
= i~εijkL̂k,

und zwar [
L̂z, L̂±

]
= ±~L̂±.

(a) “die Eigenwerte des Operators L̂z”

L̂z

(
L̂±ψm

)
= L̂±

(
L̂zψm

)
± ~L̂±ψm = ~ (m± 1)

(
L̂±ψm

)
.

(b) “der Zustand ψm”

Es folgt von der Orthogonalität der Eigenfunktionen:

〈m|L̂±|m〉 ∝ 〈m|m± 1〉 = 0,

und
〈m|L̂2

±|m〉 ∝ 〈m|m± 2〉 = 0.

Deswegen
〈L̂x ± iL̂y〉 = 0 ⇒ 〈L̂x〉 = 〈L̂y〉 = 0,

und〈
L̂2
x − L̂2

y ± i
(
L̂xL̂y + L̂yL̂x

)〉
= 0 ⇒ 〈L̂2

x〉 = 〈L̂2
y〉, 〈L̂xL̂y + L̂yL̂x〉 = 0.



(c) “die Zustände |l,m〉”

Für l = 1 haben die Operatoren L̂x und L̂y nur die folgenden Eigenwerte: 0,±~.
Deswegen finden wir

L̂3
x = ~2L̂x, L̂3

y = ~2L̂y.

Wir haben schon gefunden dass

〈L̂x〉 = 〈L̂y〉 = 0.

Die Mittlewerte der Operatoren L̂2
x und L̂2

y finden wir von

L̂2
x + L̂2

y = ~̂L2 − L̂2
z ⇒

〈
L̂2
x + L̂2

y

〉
= ~2

[
l(l + 1)−m2

]
.

Deswegen (siehe die Aufgabe 2b)

〈1,m|L̂2
x|1,m〉 = 〈1,m|L̂2

y|1,m〉 =
~2

2

(
2−m2

)
.

Letztendlich finden wir (hier k ∈ N)

〈1,m|L̂2k
x |1,m〉 = 〈1,m|L̂2k

y |1,m〉 =
~2k

2

(
2−m2

)
,

〈1,m|L̂2k+1
x |1,m〉 = 〈1,m|L̂2k+1

y |1,m〉 = 0.


