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1. Harmonischer Oszillator:

(a) “Ein Oszillator”

Ansatz
x(t) = cλe

λt

Die Bewegungsgleichung:

m
d2

dt2
x(t) = −kx(t) ⇒ mλ2cλe

λt = −kcλeλt → λ2 = − k
m

Allgemeine Lösung (ω =
√
k/m)

λ = ±iω ⇒ x(t) = c1e
iωt + c2e

−iωt

Die Konstante findet man von der Anfangsbedingungen:

x(0) = c1 + c2 = x0, ẋ(0) = iω(c1 − c2) = v0

Das Ergebnis

x(t) = x0 cosωt+
v0
ω

sinωt

Die Energie

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 =

m

2
[v0 cosωt− x0ω sinωt]2 +

k

2

[
x0 cosωt+

v0
ω

sinωt
]2

E =
mv20

2
+
kx20
2

(b) “Gedämpfter oszillator”

Ansatz
x(t) = cλe

λt

Die Bewegungsgleichung (α = ρ/m):

λ2 = − k
m
− 2

ρ

m
λ ⇒ λ = −α±

√
α2 − ω2



Allgemeine Lösung

x(t) = c1e
−αt+

√
α2−ω2t + c2e

−αt−
√
α2−ω2t

Die Energie

E =
m

2

[
−c1

(
α−
√
α2 − ω2

)
e−αt+

√
α2−ω2t − c2

(
α +
√
α2 − ω2

)
e−αt−

√
α2−ω2t

]2
+
k

2

[
c1e
−αt+

√
α2−ω2t + c2e

−αt−
√
α2−ω2t

]2

E = e−2αt
[
m

2

[
c1

(
α−
√
α2 − ω2

)
e
√
α2−ω2t + c2

(
α +
√
α2 − ω2

)
e−
√
α2−ω2t

]2
+
k

2

[
c1e
√
α2−ω2t + c2e

−
√
α2−ω2t

]2]
Die Energie fällt “exponentiell” ab:

β = α−
√
α2 − ω2 > 0 ⇒ E ∝ e−βt

Die Grenzfälle:

i) α2 � ω2

In diesem Fall

√
α2 − ω2 − α ≈ −ω

2

2α
,

√
α2 − ω2 + α ≈ 2α,

ω2

α
� α

Dann
x(t) ≈ c1e

−ω2t/α + c2e
−2αt

ii) α2 = ω2

Hier λ1 = λ2 = −α, deswegen brauchen wir noch einen Ansatz. Das ergibt:

x(t) = c1e
−αt + c2te

−αt

iii) α2 � ω2

In diesem Fall √
α2 − ω2 = iω1, ω1 =

√
ω2 − α2

Dann:
x(t) = e−αt

[
c1e

iω1t + c2e
−iω1t

]
= ce−αt cos(ω1t+ ϕ)

(c) “Getriebener oszillator”

Die Bewegungsgleichung

ẍ+ 2αẋ+ ω2x = f0 cosω0t

Wir suchen die Lösung als
x(t) = x0(t) + xp(t),



wobei x0(t) die allgemeine Lösung ohne den Antriebterm (siehe oben) ist und xp(t)
eine Partikularlösung ist. Für die Partikularlösung:

xp(t) = c cos(ω0t− ϕ0)

Dann
ẋp(t) = −ω0c sin(ω0t− ϕ0), ẍp(t) = −ω2

0c cos(ω0t− ϕ0)

Jetzt die Bewegungsgleichung:(
ω2 − ω2

0

)
cos(ω0t− ϕ0)− 2αω0 sin(ω0t− ϕ0) =

f0
c

cosω0t

Benutzen wir die Formeln:

cos(ω0t− ϕ0) = cosω0t cosϕ0 + sinω0t sinϕ0

sin(ω0t− ϕ0) = sinω0t cosϕ0 − cosω0t sinϕ0

Jetzt haben wir zwei Gleichungen:(
ω2 − ω2

0

)
cosϕ0 + 2αω0 sinϕ0 =

f0
c(

ω2 − ω2
0

)
sinϕ0 − 2αω0 cosϕ0 = 0

In Matrixform: (
ω2 − ω2

0 2αω0

−2αω0 ω2 − ω2
0

)(
cosϕ0

sinϕ0

)
=
f0
c

(
1
0

)
Die Lösung ist (

cosϕ0

sinϕ0

)
=

f0/c

(ω2 − ω2
0)

2
+ 4α2ω2

0

(
ω2 − ω2

0

2αω0

)
Davon folgt es:

tanϕ0 =
2αω0

ω2 − ω2
0

, c =
f0√

(ω2 − ω2
0)

2
+ 4α2ω2

0

Die Resonanz:

ω2 = ω2
0 ⇒ c =

f0
2αω0

Die Resonanzkurven:



2. Lagrangegleichungen und Pendel:

(a) “Frei beweglicher Zylinder mit Masse”

i) Die Lagrangefunktion

L =
mẋ2

2
+
ml2φ̇2

2
+mgl cosφ

ii) Die Bewegungsgleichungen

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 ⇒ mẍ = 0

d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= 0 ⇒ ml2φ̈+mgl sinφ = 0

iii) Die Erhältungssätze
∂L

∂x
= 0 ⇒ ẋ = const

(b) “zwei gekoppelte Pendel”

i) Die Lagrangefunktion

L =
ml2φ̇2

1

2
+
ml2φ̇2

2

2
+mgl cosφ1 +mgl cosφ2

−k
2

[√
l2 (cosφ1 − cosφ2)

2 + [l(sinφ1 − sinφ2)−R]2 −R
]2

Für kleine Schwingungen

L =
ml2φ̇2

1

2
+
ml2φ̇2

2

2
− mglφ2

1

2
− mglφ2

2

2
− kl2

2
(φ1 − φ2)

2

ii) Die Bewegungsgleichungen für kleine Schwingungen

ml2φ̈1 = mglφ1 + kl2 (φ1 − φ2)

ml2φ̈2 = mglφ2 + kl2 (φ2 − φ1)

iii) Normalkoordinaten

Führen wir die neue Koordinaten:

ϕ+ =
φ1 + φ2√

2
, ϕ− =

φ1 − φ2√
2

Dann
ϕ2
+ + ϕ2

− = φ2
1 + φ2

2



Deswegen

L =
ml2ϕ̇2

+

2
+
ml2ϕ̇2

−

2
−
mglϕ2

+

2
−
mglϕ2

−

2
− kl2ϕ2

−

Die neue Bewegungsgleichungen

ml2ϕ̈+ +mglϕ+ = 0, ml2ϕ̈− +mglϕ− + 2kl2ϕ− = 0

Die Lösung

ϕ+ = c1 cos (ω1t+ α) , ϕ− = c2 cos (ω2t+ β) , ω2
1 =

g

l
, ω2

2 =
g

l
+

2k

m

Schwebungen:

φ2(t = 0) = φ0 6= 0, φ1(t = 0) = 0, φ̇1(t = 0) = φ̇2(t = 0) = 0

Dann

ϕ+(t = 0) = −ϕ−(t = 0) =
φ0√

2
, ϕ̇+(t = 0) = ϕ̇−(t = 0) = 0

Deswegen

ϕ+ =
φ0√

2
cosω1t, ϕ− = − φ0√

2
cosω2t

oder

φ1 =
φ0

2
(cosω1t− cosω2t) , φ2 =

φ0

2
(cosω1t+ cosω2t)

oder

φ1 = −φ0 sin

(
ω1 + ω2

2
t

)
sin

(
ω1 − ω2

2
t

)
, φ2 = φ0 cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
cos

(
ω1 − ω2

2
t

)
Schwache Kupplung: ω1 − ω2 � ω1 + ω2


