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1. Alternativen zur Newton’schen Mechanik:

(a) “Die Lagrangefunktion”

Die Lagrangefunktion eines freien Teilchens

L(x, ẋ; t) =
mẋ2

2

Die Euler-Lagrange-Gleichung

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0

Die Bewegungsgleichung des freien Teilchens

mẍ = 0.

(b) “Die Hamilton-Funktion”

Die kinetische Energie

K =
mẋ2

2
Der Impuls

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ

Die kinetische Energie in Abhängigkeit des Impulses

K(p) =
p2

2m

Die Hamilton-Funktion

H(x, p; t) =
p2

2m
Die Bewegungsgleichungen

ṗ = −∂H
∂x

⇒ ṗ = 0,

ẋ =
∂H

∂p
⇒ ẋ =

p

m



(c) “Newton’schen Gleichungen”

Die Newton’sche Gleichung
ma = F

Die Newton’sche Gleichung eines freien Teilchens

F = 0 ⇒ ma = 0

Die Beschleunigung durch die Geschwindigkeit

a = ẍ

Äquivalenz zu der Lagrange-Gleichung

ma = 0 ⇔ mẍ = 0

Beschleunigung durch den Impuls

a = ẍ =
ṗ

m

Äquivalenz zu den Hamilton-Gleichungen

ma = 0 ⇔ ṗ = 0, p = mẋ

2. Hamilton-Funktion:

(a) ‘Zwei Massen”

Im Blatt 3 haben wir die Lagrangefunktion gefunden

L =
m1 +m2

2
ẋ2 +

m2

2

[
l2ϕ̇2 + 2lẋϕ̇ cosϕ

]
+m2gl cosϕ

Die Impulse

px =
∂L

∂ẋ
= (m1 +m2)ẋ+m2lϕ̇ cosϕ,

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= m2l

2ϕ̇+m2lẋ cosϕ

Geschwindigkeiten als Funktionen von Impulsen(
px
pϕ/l

)
= M̂

(
ẋ
lϕ̇

)
, M̂ =

(
m1 +m2 m2 cosϕ
m2 cosϕ m2

)
(
ẋ
lϕ̇

)
= M̂−1

(
px
pϕ/l

)
, M̂−1 =

1

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)

(
m2 −m2 cosϕ

−m2 cosϕ m1 +m2

)

ẋ =
px − (pϕ/l) cosϕ

m1 +m2 sin2 ϕ



lϕ̇ =
(m1 +m2)pϕ/l − pxm2 cosϕ

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)

Die Hamilton-Funktion

H =
∑

pq q̇ − L = pxẋ+ pϕϕ̇− L = pxẋ+ (pϕ/l)lϕ̇− L

H = px
px − (pϕ/l) cosϕ

m1 +m2 sin2 ϕ
+ (pϕ/l)

(m1 +m2)pϕ/l − pxm2 cosϕ

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)
− L =

=
p2x

m1 +m2 sin2 ϕ
− 2pxpϕ cosϕ

(m1 +m2 sin2 ϕ)l
+

(m1 +m2)p
2
ϕ

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)l2
− L

L =
m1 +m2

2

[
px − (pϕ/l) cosϕ

m1 +m2 sin2 ϕ

]2
+
m2

2

[
(m1 +m2)pϕ/l − pxm2 cosϕ

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)

]2
+m2

px − (pϕ/l) cosϕ

m1 +m2 sin2 ϕ

(m1 +m2)pϕ/l − pxm2 cosϕ

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)
cosϕ+m2gl cosϕ

=
p2x

2(m1 +m2 sin2 ϕ)
− pxpϕ cosϕ

l(m1 +m2 sin2 ϕ)
+

(m1 +m2)p
2
ϕ

2m2(m1 +m2 sin2 ϕ)l2
+m2gl cosϕ

H =
p2x

2(m1 +m2 sin2 ϕ)
− pxpϕ cosϕ

l(m1 +m2 sin2 ϕ)
+

(m1 +m2)p
2
ϕ

2m2(m1 +m2 sin2 ϕ)l2
−m2gl cosϕ

Die Bewegungsgleichungen

ṗx = −∂H
∂x

⇒ ṗx = 0

ẋ =
∂H

∂px
⇒ ẋ =

px
m1 +m2 sin2 ϕ

− pϕ cosϕ

l(m1 +m2 sin2 ϕ)

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

⇒ ṗϕ = −m2gl sinϕ−
pxpϕ sinϕ

l(m1 +m2 sin2 ϕ)

+
m2p

2
xl

2 − 2m2pxpϕl cosϕ+ (m1 +m2)p
2
ϕ

m2(m1 +m2 sin2 ϕ)2l2
sinϕ cosϕ

ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
⇒ ϕ̇ =

(m1 +m2)pϕ
m2(m1 +m2 sin2 ϕ)l2

− px cosϕ

l(m1 +m2 sin2 ϕ)



(b) “Zwei gekoppelte Pendel”

Im Blatt 3 haben wir die Lagrangefunktion gefunden

L =
m1 +m2

2
l21ϕ̇

2
1+
m2

2
l22ϕ̇

2
2+m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos (ϕ1 − ϕ2)+(m1 +m2) gl1 cosϕ1+m2gl2 cosϕ2

Die Impulse

pϕ1 =
∂L

∂ϕ̇1

= (m1 +m2)l
2
1ϕ̇1 +m2l1l2ϕ̇2 cos(ϕ1 − ϕ2)

pϕ2 =
∂L

∂ϕ̇2

= m2l
2
2ϕ̇2 +m2l1l2ϕ̇1 cos(ϕ1 − ϕ2)

Geschwindigkeiten als Funktionen von Impulsen(
pϕ1

pϕ2

)
= M̂

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
, M̂ =

(
(m1 +m2)l

2
1 m2l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2) m2l
2
2

)
(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= M̂−1

(
pϕ1

pϕ2

)
,

M̂−1 =
1

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

(
m2l

2
2 −m2l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2)

−m2l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2) (m1 +m2)l
2
1

)

ϕ̇1 =
m2l

2
2pϕ1 −m2l1l2pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

ϕ̇2 =
(m1 +m2)l

2
1pϕ2 −m2l1l2pϕ1 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

Die Hamilton-Funktion

H =
∑

pq q̇ − L = pϕ1ϕ̇1 + pϕ2ϕ̇2 − L

H = pϕ1

m2l
2
2pϕ1 −m2l1l2pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

+pϕ2

(m1 +m2)l
2
1pϕ2 −m2l1l2pϕ1 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

− L

=
p2ϕ1

l21[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− 2pϕ1pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

+
(m1 +m2)p

2
ϕ2

m2l22[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− L



L =
m1 +m2

2
l21

[
m2l

2
2pϕ1 −m2l1l2pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

]2
+ (m1 +m2) gl1 cosϕ1

+
m2

2
l22

[
(m1 +m2)l

2
1pϕ2 −m2l1l2pϕ1 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

]2
+m2gl2 cosϕ2

+m2l1l2 cos (ϕ1 − ϕ2)
m2l

2
2pϕ1 −m2l1l2pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

×(m1 +m2)l
2
1pϕ2 −m2l1l2pϕ1 cos(ϕ1 − ϕ2)

m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

=
p2ϕ1

2l21[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− pϕ1pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

+
(m1 +m2)p

2
ϕ2

2m2l22[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
+ (m1 +m2) gl1 cosϕ1 +m2gl2 cosϕ2

H =
p2ϕ1

2l21[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− pϕ1pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

+
(m1 +m2)p

2
ϕ2

2m2l22[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− (m1 +m2) gl1 cosϕ1 −m2gl2 cosϕ2

Die Bewegungsgleichungen

ṗϕ1 = − ∂H
∂ϕ1

⇒

ṗϕ1 = − (m1 +m2) gl1 sinϕ1 −
pϕ1pϕ2 sin(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

+
m2l

2
2p

2
ϕ1
− 2m2l1l2pϕ1pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + (m1 +m2)l

2
1p

2
ϕ2

2m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]2

sin 2(ϕ1 − ϕ2)

ϕ̇1 =
∂H

∂pϕ1

⇒

ϕ̇1 =
pϕ1

l21[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]



ṗϕ2 = − ∂H
∂ϕ2

⇒

ṗϕ2 = −m2gl2 sinϕ2 +
pϕ1pϕ2 sin(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

−
m2l

2
2p

2
ϕ1
− 2m2l1l2pϕ1pϕ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + (m1 +m2)l

2
1p

2
ϕ2

2m2l21l
2
2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]2

sin 2(ϕ1 − ϕ2)

ϕ̇2 =
∂H

∂pϕ2

⇒

ϕ̇2 =
(m1 +m2)pϕ2

m2l22[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]
− pϕ1 cos(ϕ1 − ϕ2)

l1l2[m1 +m2 sin2(ϕ1 − ϕ2)]

3. Lagrange und Hamilton am Kegel:

(a) “Die Lagrangefunktion”

Unabhängige Koordinaten - z und ϕ. Kartesische Koordinaten:

x = z tanα cosϕ, y = z tanα sinϕ

Die Lagrange-Funktion:

L =
mż2

2

(
1 + tan2 α

)
+
mz2ϕ̇2

2
tan2 α−mgz

(b) “Die Bewegungsgleichungen”

d

dt

∂L

∂ż
− ∂L

∂z
= 0 ⇒ m

(
1 + tan2 α

)
z̈ +mg −mzϕ̇2 tan2 α = 0

d

dt

∂L

∂ϕ̇
− ∂L

∂ϕ
= 0 ⇒ m

(
z2ϕ̈+ 2zżϕ̇

)
tan2 α = 0

(c) “Die Impulse”

pz =
∂L

∂ż
= m

(
1 + tan2 α

)
ż

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mz2ϕ̇ tan2 α



(d) “Die Hamilton-Funtion”

H =
p2z

2m (1 + tan2 α)
+

p2ϕ
2mz2 tan2 α

+mgz

Die Hamilton-Gleichungen

ṗz = −∂H
∂z

⇒ ṗz = −mg +
p2ϕ

2mz3 tan2 α

ż =
∂H

∂pz
⇒ ż =

pz
m (1 + tan2 α)

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

⇒ ṗϕ = 0

ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
⇒ ϕ̇ =

pϕ
mz2 tan2 α

(e) “Äquivalenz der Bewegungsgleichungen”

Von die letzten zwei Hamilton-Gleichungen

pϕ = ϕ̇mz2 tan2 α, ṗϕ = 0

findet man die letzten Lagrange-Gleichung.

Die erste Lagrange-Gleichung folgt von:

pϕ = ϕ̇mz2 tan2 α, pz = m
(
1 + tan2 α

)
ż

und die erste Hamilton-Gleichung


