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1. Lineare Operatoren:

Die Operatoren Î, T̂a, M̂c, und P̂12 sind lineare Operatoren. Der Operator K̂ ist kein
lineare Operator.

a. Adjungierte Operatoren

Betrachten wir z.B. die Parallelverschiebung. Wir finden den adjungierten Operator
von der Gleichung ∫

Ψ∗(x)T̂aΦ(x)dx =

∫ [
T̂ †aΨ(x)

]∗
Φ(x)dx.

Explizit: ∫
Ψ∗(x)T̂aΦ(x)dx =

∫
Ψ∗(x)Φ(x+ a)dx =

∫
Ψ∗(x− a)Φ(x)dx.

Deswegen
T̂ †aΨ(x) = Ψ(x− a) = T̂−aΨ(x).

Ganz ähnlich finden wir für die anderen Operatoren:

• ∫
Ψ∗(x)ÎΦ(x)dx =

∫
Ψ∗(x)Φ(−x)dx =

∫
Ψ∗(−x)Φ(x)dx.

Deswegen
Î†Ψ(x) = Ψ(−x) = ÎΨ(x).

• ∫
Ψ∗(x)M̂cΦ(x)dx =

√
c

∫
Ψ∗(x)Φ(cx)dx =

1√
c

∫
Ψ∗(x/c)Φ(x)dx.

Deswegen

M̂ †
cΨ(x) =

1√
c
Ψ(x/c) = M̂1/cΨ(x).



• ∫
Ψ∗(x1, x2)P̂12Φ(x1, x2)dx1dx2 =

∫
Ψ∗(x1, x2)Φ(x2, x1)dx1dx2

=

∫
Ψ∗(x2, x1)Φ(x1, x2)dx1dx2.

Deswegen
P̂ †12Ψ(x1, x2) = Ψ(x2, x1) = P̂12Ψ(x1, x2).

b. Inverse Operatoren.

Für allen Operatoren können wir die inversen Operatoren finden:

Î−1 = Î; T̂−1a = T̂−a; M̂−1
c = M̂1/c; K̂−1 = K̂; P̂−112 = P̂12.

2. Impulsoperator:

(a) Selbstadjungierter Operator:

Für jede Komponente des Impulsoperators gilt es:∫
ϕp̂xψdx = −i~

∫
ϕ
∂ψ

∂x
= i~

∫
ψ
∂ϕ

∂x
=

∫
ψp̂∗xϕdx.

Benotigen Sie, dass die beide Funktionen ϕ und ψ im unendlichen verschwinden
müssen.

(b) Eigenwerte und Eigenvektoren

Das Eigenwertproblem stellen wir mit der Hilfe der folgenden Vektorgleichung dar:

−i~~∇ψ = ~pψ.

Die Lösung ist durch die Fourier-Transformation gegeben:

ψ~p = Cei~p·~r/~.

Die Konstante findet man von der Normalisierung∫
ψ∗~p′ψ~PdV = (2π~)3δ(3) (~p− ~p′) ,

wobei δ(3) (~p) eine dreidimensionale Delta-Funktion ist. Hier benutzen wir das Inte-
gral

1

2π

∞∫
−∞

dzeiαz = δ(z),



und die Tatsache dass
δ(3) (~p) = δ(px)δ(py)δ(pz).

Das ergibt
C = 1.

D.h., die Eigenvektoren des Impulsoperators sind

ψ~p = ei~p·~r/~.

Benotigen Sie dass hier
|ψ|2 = 1.

Die Eigenwerte sind die “Impulse” ~p:

~̂pψ~p = ~pψ~p.

3. Zweizustandssystem:

(a) Eigenwerte und Eigenvektoren der Pauli-Matrizen

Betrachten wir den Operator σ̂x:

σ̂xψsx = sxψsx ⇒
(

0 1
1 0

)(
a
b

)
= sx

(
a
b

)
.

Auf der linken Seite haben wir(
0 1
1 0

)(
a
b

)
=

(
b
a

)
,

deswegen haben wir die folgenden Gleichungen:

b = sxa, a = sxb.

Das ergibt die Eigenwerte

s2x = 1 ⇒ sx = ±1.

Hier für sx = 1 finden wir a = b (und für sx = −1 finden wir a = −b). Letztendlich
benutzen wir die Normalisierung

〈ψsx |ψsx〉 = 1 ⇒ |a|2 + |b|2 = 1,

und finden die Eigenvektoren:

ψsx=1 =
1√
2

(
1
1

)
, ψsx=−1 =

1√
2

(
1
−1

)
.

Ähnlicherweise finden wir für die anderen Pauli-Matrizen:

ψsy=1 =
1√
2

(
1
i

)
, ψsy=−1 =

1√
2

(
1
−i

)
,

ψsz=1 =

(
1
0

)
, ψsz=−1 =

(
0
1

)
.



(b) Der Erwartungswert des Operators σ̂x in einem von der Eigenzuständen des Ope-
rators σ̂z

〈ψsz=1|σ̂x|ψsz=1〉 =
(
1 0

)(0 1
1 0

)(
1
0

)
=
(
1 0

)(0
1

)
= 0.

(c) Eigenvektoren des Operators σ̂z in der Basis der Eigenvektoren des Operators σ̂x

ψsz=1 =

(
1
0

)
=

1√
2

[ψsx=1 + ψsx=−1] ,

ψsz=−1 =

(
0
1

)
=

1√
2

[ψsx=1 − ψsx=−1] .


