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Einleitung

Die Beschreibung makroskopischer Systeme von Teilchen, d.h. von Systemen mit grofler
Teilchenzahl N, ist mit der detaillierten Beschreibung der (klassischen oder quantenme-
chanischen) mikroskopischen Physik weder mdglich noch sinnvoll. Allein die Buchfiihrung
iiber den Mikrozustand eines makroskopischen Systems zur Zeit ¢, d.h. die Angabe aller
Orte und Impulse der Atome in einer klassischen Beschreibung, bzw. aller Besetzungs-
zahlen in einer Einteilchenbasis in der quantenmechanischen Beschreibung wiirde fiir ein
typisches System mit N ~ 1023 Teilchen viele Tonnen Datentriiger erfordern.

Die Gesamtheit dieser Informationen wire aber auch viel zu detailliert. Alle denk-
baren Experimente an einem makroskopischen System kénnen nur einen verschwindend
kleinen Bruchteil dieser Gesamtinformationen abfragen.

Diese experimentell zugéngliche Information gilt es theoretisch zu erfassen. Sie be-
stimmt das makroskopische Verhalten des Systems. Es ist intuitiv klar, daf es sich dabei
um gemittelte Figenschaften handeln mufl. Das gilt insbesondere fiir Systeme im ther-
modynamischen Gleichgewicht, deren makroskopischer Zustand zeitunabhdingig ist. Es
ist dann naheliegend, gemittelte Groflen iiber das Zeitmittel
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einzufithren. Die Hauptidee der statistischen Physik besteht nun darin, dieses Zeitmittel
durch eine Mittelung iber Gesamtheiten

1 e
A= lim — A
NGITOO NG zz; !

zu ersetzen, also iiber Ng identische Kopien des betrachteten Systems. Sie unterscheiden
sich dadurch, dafl sie zu einem fritheren Zeitpunkt anfang mit beliebigen Anfangsbe-
dingungen (vertriglich mit globalen Randbedingungen wie Energie, Teilchenzahl, etc.)
anfingen, sich in den Gleichgewichtszustand zu entwickeln.

Die Gleichbedeutung von Zeit- und ,,Schar-“ Mittelung 148t sich unter bestimmten
Voraussetzungen zeigen. Die Definition der Mittelung fiir gegebene Bedingungen (Ener-
gie fest; Temperatur fest; etc.) 1at sich relativ einfach ableiten. Die mathematische
Durchfithrung der Mittelung ist fiir realistische Systeme sehr schwierig und kann i.a. nur
mit Ndherungsmethoden erreicht werden.

Dieses Vorgehen 148t sich auf Systeme auflerhalb des Gleichgewichtszustandes erwei-
tern, allerdings nur fiir kleine Auslenkungen bzw. fir langsam verdnderliche Erscheinun-
gen.



Es zeigt sich, dal von den 10?3 Freiheitsgraden des Systems nur eine Handvoll geniigt,
um den makroskopischen Zustand des Systems zu charakterisieren.

Die phinomenologische Theorie thermodynamischer Systeme wurde bereits im 19.
Jahrhundert vollstéandig entwickelt. Sie war Voraussetzung fiir den Bau von Wéarme-
kraftmaschinen, die die industrielle Revolution einleiteten. Die statistische Beschreibung
von Materie wurde in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts eingefithrt (Maxwell,
Boltzmann, Gibbs), bedurfte aber einer wesentlichen Erweiterung durch die Quanten-
mechanik. Die statistische Physik ist noch nicht abgeschlossen und gehort zu den grofien
aktiven Forschungsgebieten in der gegenwartigen theoretischen Physik.



Kapitel 1

Thermodynamik

Die Thermodynamik ist eine phénomenologische Theorie (d.h. eine Theorie, die sich
nicht auf die mikroskopischen Grundgesetze der Quantenmechanik bezieht) makroskopi-
scher Systeme, in denen Zustandséinderungen auftreten, in denen der Wérmeinhalt eines
Systems von Interesse ist. Die Zustandsénderungen sollen hinreichend langsam ablaufen.

1.1

Begriffe und Definitionen

Ein thermodynamisches System ist jedes makroskopische System von N Teilchen
mit VN > 1.

Ein thermodynamischer Zustand ist vollstdndig bestimmt durch die Angabe eines
Satzes von thermodynamischen Zustandsgrifien wie:

Druck P, Volumen V', Temperatur 7',
Teilchenzahl N, chemisches Potential p,
Magnetfeld B, Magnetisierung M,

elektrisches Feld E, elektrische Polarisation P.

Man unterscheidet intensive und extensive Grofien, je nachdem, ob die Gréfie un-
abhéngig von oder proportional zu der Teilchenzahl ist.

Thermodynamisches Gleichgewicht herrscht in einem System, wenn ein stabiler,
zeitunabhéngiger Zustand vorliegt.

Der Zusammenhang zwischen Zustandsgréfien im thermodynamischen Gleichge-
wicht wird Zustandsgleichung genannt,

Beispiel:  f(P,V,T) =0,

und ist vom betrachteten System abhéngig.

Eine thermodynamische Zustandsinderung kann im Gleichgewicht nur durch Ande-
rung der dufleren Bedingungen herbeigefithrt werden. Man unterscheidet:

(i) quasistatische Zustandsédnderung: langsame Anderung, so daB das System na-
he der Gleichgewichtslage bleibt.



1.2. ERSTER HAUPTSATZ

(ii) reversible Zustandsdnderung: Prozesse, die bei Zeitumkehr in den Ausgangs-
zustand zuriickfiithren (quasistatische Prozesse im Gleichgewichtszustand sind
reversible).

(iii) irreversible Zustandsédnderung: Prozesse, die bei Zeitumkehr in endlicher Zeit
nicht zum Ausgangspunkt zuriickfithren.

(iv) isotherme Zustandsédnderung: bei konstanter Temperatur gefithrte Prozesse.
(v) adiabatische Zustandsdnderung: Prozeablauf ohne Warmeaustausch mit der

Umgebung.

e Jedem thermodynamischen System wird ein Warmeinhalt Q@ zugeordnet, der bei
Temperaturerhohung grofler wird:

0Q = C 6T (C = Wirmekapazitét)
e Ein thermodynamisches System kann thermodynamische Arbeit leisten, gegen Krifte

oder Felder, die auf es einwirken. Mechanische Arbeit wird z.B. bei der Bewegung
eines Kolbens gegen einen dufleren Druck P geleistet,

SW = PdV Ve E

wenn das Volumen des Systems sich um dV &ndert.

P

Magnetische Arbeit wird bei der Anderung des Magnetfeldes B von einer Probe
mit Magnetisierung M geleistet

—

oW = M dB.

Ahnlich bewirkt die Anderung des elektrischen Feldes, angelegt an eine Probe mit
elektrischer Polarisation P, eine Arbeit

— —

oW = PdE.

e Ein Wirmebad ist ein Wirmereservoir, das auf einer konstanten Temperatur T
gehalten wird.

1.2 Erster Hauptsatz

,Wérme ist eine Form von Energie“

Energieerhaltungssatz

Wir betrachten eine beliebige infinitesimale Zustandsdnderung mit
(i) aufgenommener Wérmemenge 6¢Q)

(ii) geleisteter duBlerer Arbeit 6W



1.3. ZWEITER HAUPTSATZ

(iii) Anderungen der Teilchenzahl dN

Die Anderung der thermodynamischen inneren“ Energie U p
ist E
1
dU = 6Q — W + pdN.
Da die ,innere” Energie U und die Teilchenzahl N Erhaltungs-
grofien sind, ist ihre Anderung dU bzw. dN zwischen gegebenen
Anfangs- und Endzustéinden unabhingig vom Prozefiweg:

/dU:/dU ; /dN:Q/dN.

1 2

Konsequenz: Integrale iiber Kreisprozesse (geschlossene Kurven) sind Null:

dezo : de:o

U und N sind Zustandsgrofen.
= dU ist vollstindiges Differential; z.B. fir U(T,V, N) gilt

dU = ou dT + ou dV + ou dN
T )y n oV )N N )rpy
mit den partiellen Ableitungen

oU oU(T,V,N)
— = ———= etc
o )y

orT

(6Q und 6W sind keine vollstéindigen Differentiale).
Mit dem Ausdruck fiir 61 im Falle mechanischer Arbeit

oW = PdV

ou ou
P=- <—> , ebenso u = <—> .
OV ) so=o.N ON ) s0-0v

1.3 Zweiter Hauptsatz

folgt

Es gibt keine thermodynamische Zustandsédnderung, deren einzige Wirkung dar-
in besteht, daf3
(i) eine Warmemenge einem Wirmespeicher entzogen und vollsténdig in Ar-
beit umgesetzt wird.

(ii) eine Wirmemenge einem kélteren Wérmespeicher entzogen und an einen
wéarmeren Wérmespeicher abgegeben wird.

Thermodynamische Maschine: Kreisprozef3, wobei



1.3. ZWEITER HAUPTSATZ

a) Wirmemenge ()~ aus einem Wirmespeicher aufgenommen wird
b) Wirmemenge Q- an einen Wirmespeicher abgegeben wird
c) Arbeit W > 0 geleistet wird

Carnot-Maschine: Reversibler Kreisprozefi mit 4 Stufen (ideales Gas)

AU =0=AQ — AW
AW = geleistete Arbeit = 7{ Pdv

AQ = Q12 + Qs34 (Q12 : im Prozefl (1 — 2) aufgenommene
Wiérme, etc.)

Wirkungsgrad einer thermodynamischen Maschine
geleistete Arbeit — AW AQ Q43

= = =—=1—-= 0<n<l1
absorbierte Warme Q12 Q12 Q12 g

wobei Qg3 = —Q34 >0 die im Prozef (3 — 4) abgegebene Wirme ist.

e Carnotmaschine ist effektivste Wéarmekraftmaschine, d.h. i is maximal

Beweis: Gegeben sei eine Warmekraftmaschine A und eine
Carnot-Maschine B mit 74 > np. Benutzung von B als
Kiihlmaschine wiirde Wéarme von T« nach 7% trans-
ferieren — Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

AW 4 ) _ AW 4

A B
=—SinB=—5 — Q2 <Qn
Q1 Q1)

na

e Alle Carnotmaschinen mit gleichem 7., T- haben gleichen Wirkungsgrad
(Beweis wie oben)

— =28y
Q12
Bestimmung von f durch Betrachtung gekoppelter Carnot-Maschinen:

Q o

43 T
— = f(1s,T >
Q65 4
— = (T, T.
Qa3 (T, T<) 3
Qes Qe Qa3
0 T, Te) = 22 X8
Q12 fT>Te) Qa3 Q12 ¢ 5

= f(Tu, T<) f(T>, Tnr)
Diese Funktionalgleichung fiir f hat die Losung

9(1%)
9(T<)'

f(T>>T<) =



1.3. ZWEITER HAUPTSATZ

Wegen 0< f<1 muB g(T) eine monoton fallende Funktion sein. Die Para-
metrisierung

definiert die sog. Kelvin-Temperaturskala fiir T

(Das so definierte 7' stimmt mit 7' = PV/nR der Zustandsgleichung des idealen
Gases iiberein, denn der Wirkungsgrad einer Carnotmaschine mit idealem Gas als
Arbeitssubstanz ist gerade n =1 — T /T%)

Definition der Zustandsgrof3e Entropie
Fiir jeden Carnotprozefl gilt P

Qu_ Qu _T Qu, Qu _

= = —
Q12 Q2 T T T<

Jeder beliebige reversible Kreisprozef} 148t sich aus unendlich vie-
len infinitesimalen Carnotprozessen aufbauen. Die im Inneren des
Bereichs ausgetauschten Warmemengen benachbarter Carnotpro-
zesse kompensieren sich, es bleiben nur die Randbeitrége iibrig v

fg-

1
ds = ?Q ist vollstdndiges Differential einer ZustandsgréBe S

TAke
wEntropie

Kreisprozesse mit ¢rreversiblen Vorgéngen besitzen geringeren Wirkungsgrad als der
Carnot-Prozef: (alle Prozesse mit realen Systemen, die in endlicher Zeit ablaufen)

Q34 T
r=1+=—<1-—=
e " Q12 1>
Daraus folgt
0Q
— <0
&
bzw. fiir die Zustandsénderung 1 — 2
2 50 2 50 2
— < | == [dS=AS
re[7=]
1 1 1
rr rev rev

In einem thermisch isolierten System (6@ = 0) kann die Entropie nicht abnehmen:
AS >0

Daraus folgt (bei festgehaltenen #ufieren Parametern)



1.4. DRITTER HAUPTSATZ

Im thermodynamischen Gleichgewicht nimmt die Entropie S ihren Maximalwert

ah.

Fiir ein offenes System gilt:

0Q
> 2
dS_T

wobei dS' die Entropieinderung bei Durchlaufen reversibler Prozesse ist.

1.4 Dritter Hauptsatz

Die Entropie jedes abgeschlossenen thermodynamischen Systems, das einen nichtentar-
teten quantenmechanischen Grundzustand besitzt, geht fiir T' — 0 gegen Null

71}3) S(T)=0

1.5 Thermodynamische Fundamentalbeziehung
Aus dem 2. Hauptsatz folgt fiir reversible Prozesse
0Q =T7dS

und damit aus dem 1. Hauptsatz
1 P W
ds = TdU+TdV_TdN

Die Ableitungen von S nach U, V, N sind damit

oS\ 1 (0s\ _P  (98\ __»
U)yy T  \oV/)yy T 7 \ON)yy, T
S ist eine Funktion der natirlichen Variablen U,V, N, die extensive Grofien sind, d.h.
proportional zum Volumen sind.

— S ist ebenfalls extensive Grofie

Dann gilt die Skalenrelation bei Anderung der Systemgréfie um einen Faktor A
S(AU,A\V,AN) = AS(U,V,N)
woraus durch Ableitung nach A mit A — 1 folgt

d oS oS oS
ﬁ(/\S)—S—@U—FWV-Fa—NN

und daraus die ,thermodynamische Fundamentalbeziehung®

(TS =U+ PV - uN

10



1.6. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

Aus dem Differential der Fundamentalbezichung
TdS+SdT'=dU + PdV +VdP — pdN — Ndpu

und dem 1. Hauptsatz folgt die Gibbs-Duhem-Beziehung

S V
- _= —dP
duy Nd] + Nd

Das chemische Potential p ist also eine Funktion der natiirlichen Variablen T', P.

1.6 Thermodynamische Potentiale

Die Zustandsfunktion Innere Energie U kann als thermodynamisches Potential aufgefafit
werden, denn sie beschreibt die Eigenschaft eines thermodynamischen Systems, potenti-
elle Energie zu speichern.

Beispiel: Kolben im gasgefiillten Zylinder bei thermischer Isolierung

1. Hauptsatz:
AU =AQ - AW — AW

(AW : mechanische Arbeit)

Minimaleigenschaft

Fiir irreversible Prozesse gilt mit 6Q) < T'dS
AU < /TdS—AW—i—/udN
d.h. im abgeschlossenen System mit S, V, N = const. gilt

(AU)syn <0

=—> Im Gleichgewichtszustand ist U minimal

Beziehungen zwischen thermodynamischen Ableitungen

Aus
dU =TdS — PdV + udN

folgt mit U = U(S,V,N)

oUu oUu oUu
“(ﬁ)m ’ P—‘(WLN ’ “—(a—zv)w

)

11



1.6. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

durch weitere Ableitung und Beachtung von 8(,9];25) = 8((9];;,;;) erhilt man die Mazwell-

Relationen
oT B opP
oV )en 0S )y N
ory (o
ON ) gy -~ \0S V.N
oP\  __(ou
ON ) gy B oV )sn
Die innere Energie U ist das geeignete thermodynamische Potential zur Beschreibung
von Prozessen mit gegebenem S, V, N.

Es ist niitzlich, weitere Potentiale zu definieren, mit anderen natiirlichen Variablen.
Grundsétzlich ist dies durch eine sog. Legendre-Transformation zu erreichen:

9 o)

Flz,n)=f—-ny: dF ={dz+ndy—ndy—ydn=_E,dx —ydp
e Enthalpie:

H(S,P,N)=U+ PV =8T + uN
— dH =TdS+VdP+ pdN

fiir Prozesse mit gegebenem Druck P, statt V'
e Helmholtz’sche Freie Energie:

F(T,V,N)=U —TS = —PV + uN
— dF =-SdT — PdV + udN

fiir Prozesse mit gegebener Temperatur 7', statt S
e Gibbs’sche Freie Energie: (freie Enthalpie)

G(T,P,N)=U — TS + PV = uN
— dG =-8SdT +VdP + pudN

fiir Prozesse bei gegebenem T und P
e Grofles Potential:

AT, V,u)=U—-TS — uN = —-PV
— dQ=-5dT - PdV — Ndu

fiir Systeme mit variabler Teilchenzahl, z.B. Quantensysteme von Quasiteilchen
(Phononen im Festkorper)

Im Gleichgewichtszustand nehmen alle diese Potentiale ihren Minimalwert an.

12



1.7 THERMODYNAMISCHE RESPONSEFUNKTIONEN

1.7 Thermodynamische Responsefunktionen

Die Reaktion eines thermodynamischen Systems auf zeitunabhéngige ,,thermodynami-
sche Krifte“ wird durch die Ableitung der thermodynamischen Potentiale beschrieben.

Thermische Responsefunktionen

Von groBtem Interesse sind die thermischen Responsefunktionen oder spezifischen Wéirmen
C, die die Anderung des Wirmeinhalts eines Systems (pro Volumen oder pro Masse) bei
Anderung der Temperatur angeben:

5Q _dS
C=r~Tar

Dabei ist zu spezifizieren, welche anderen Variablen festgehalten werden. Fiir das P-V-
System unterscheidet man:

09 O2F OH
Cv <8T>V,N <8T2>V,N (8T>V,N >0

aS 0*G OH
=1 (57), =7 (57) = (57),.0 >0

2

0°F
Bemerkung: Stabilitdt (2. Hauptsatz) erfordert 772 < 0, etc. . Somit sind F und G
konkave Funktionen von T'. Ein System mit negativer spezifischer Wéarme ist instabil,

da sich ein Gebiet mit erhohter Temperatur weiter aufheizen wiirde, anstatt sich auf die
Gleichgewichtstemperatur abzukiihlen.

Mechanische Responsefunktionen

e Anderung der Volumens bei Druckiinderung:

Kompressibilitdt x, isoterm oder adiabatisch:
1 /0V 1 /dn 1 [0°G
HT [ — —_— = — e = — —2 > 0
V\OP), n\OP), V\OP? ),
1 [0V 1 (0*°H
s=—w\la35)] = \a35z) >0
VA\OP )4 V\oPr: /g

wobei N = const. und n = % gesetzt wurde.

N
Il

e Anderung des Volumens bei Temperaturinderung:

Thermischer Ausdehnungskoeffizient «:

_Ll(ovy _ 110 (oG
“r=y\or),” vl|er\or),|,

Dieser kann grofler oder kleiner als Null sein.

13



1.7 THERMODYNAMISCHE RESPONSEFUNKTIONEN

Identititen zwischen mechanischen und thermischen Responsefunktionen
Es gelten folgende Beziehungen:

Cp kK,

ey
(){2
Cp—Cy=T-V-—£ >0

K

Cp > Cy, da bei P = const. Volumenénderung auftritt, die zu zusitzlichem Arbeitsauf-
wand fiihrt.

Magnetische Responsefunktionen

p— 8—M
Xrs =\ 9B /8

o Temperaturkoeffizient der Magnetisierung:

_ (oM
“=\or ),

e magnetische Suszeptibilitdt:

14



Kapitel 2

Grundlagen der Statistischen
Physik

2.1 Ziel und Methode der Statistischen Physik

Im Rahmen der statistischen Physik wird versucht, die makroskopischen Eigenschaften
von Systemen vieler Teilchen aus den mikroskopischen Bewegungsgesetzen abzuleiten.
Von besonderem Interesse sind nichtabgeschlossene Systeme, die mit einem Reservoirsy-
stem (z.B. ,Wirmebad*) Energie bzw. Teilchen, Impuls, etc. austauschen kénnen. Die
Gleichgewichtseigenschaften solcher Systeme, sowie das Verhalten bei langsamen réumli-
chen und zeitlichen Anderungen werden phinomenologisch beschrieben durch die Ther-
modynamik, sowie die Mechanik bzw. die Elektrodynamik der kontinuierlichen Medien.
Ziel der statistischen Mechanik ist

(i) die Begriindung der Struktur der phinomenologischen Gleichungen (Hauptsétze
der Thermodynamik, Zustandsgleichungen, hydrodynamische Gleichungen, Max-
wellgleichungen in Materie)

(ii) die Berechnung von GleichgewichtsgroBen wie Energie, Druck, aber auch Struktur
(langreichweitige Ordnung), Phasendiagramme

(iii) die Berechnung thermodynamischer Responsefunktionen und Transporteigenschaf-
ten

(iv) die Berechnung mikroskopischer Eigenschaften (dynamische Strukturfunktion)

aus der mikroskopischen Dynamik.

2.2 Reine und statistische Zustiande

Wie in der Einleitung ausgefiihrt wird eine statistische Beschreibung angestrebt, in der
die Wahrscheinlichkeit W (n) eingefiihrt wird, das System in einem bestimmten reinen
mikroskopischen Zustand |n) zu finden.

Fiir ein klassisches System ist [n) gegeben durch die Gesamtheit der Orte und Impulse
aller Teilchen :

In) = {7, pi})

15



2.2. REINE UND STATISTISCHE ZUSTANDE

und damit
Wi(n) =W({r, pi}) -

Fiir ein Quantensystem sind |n) normierte Quantenzustéinde des betrachteten Sy-
stems aus N Teilchen im Volumen V im Grenzfall V' — oco. Man ist vorwiegend an den
stationéren (Energieeigen-)Zustéinden interessiert, die definiert sind durch

Eigenschaften der statistischen Wahrscheinlichkeit W (n)
o Positivitit: W(n) >0

e Normiertheit: Z Wi(n)=1

und damit Wmn)<1.

Interpretation der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (n)

Wir definieren eine statistische Gesamtheit als die Menge von Ng identischen Kopien
des Systems (Ng — ), die bestimmte Nebenbedingungen erfiillen, z.B. gegebene Ener-
gie, Teilchenzahl, etc. besitzen. Unter diesen sollen Ng , Systeme im mikroskopischen
Zustand |n) vorliegen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das System sich im Zustand
|n) befindet ist dann
Wn) = lim Gn
Ng—oo Ng
Die Gesamtheit ist in einem makroskopischen System im ther-
modynamischen Limes (Volumen— o0) realisiert, indem das Sy-
stem in Ng Untersysteme aufgeteilt wird, die im Limes Volumen
Vo — oo voneinander unabhéngig sind (Oberflichenbeitrige geben 4
verschwindenden relativen Beitrag). Makroskopische Groflen werden i
durch Mittelwerte iiber die W (n) berechnet,

(X) =) (nlX[n)W(n)

n

Vi|w

wobei (n| X |n) der quantenmechanische Erwartungswert des Operators X im Zustand
|n) ist. Die Mittelwerte sind nur dann aussagekriiftig, wenn die Schwankungen klein sind,
also

(X —(x))%) < ((x))°

Diese Bedingung ist, wie spéter gezeigt wird, erfiillt, wenn das betrachtete System als zu-
sammengesetzt aus sehr vielen gleichwertigen Untersystemen beschrieben werden kann.
Fiir die interessierenden Systeme ist das der Fall.

Damit 148t sich die Aufgabe der statistischen Physik etwas genauer formulieren als

(i) Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (n) fiir einen gegebenen makrosko-
pischen Zustand: Zustandsfunktion W (n) (spéater: stat. Operator)
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2.3. ENTROPIE UND WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

(ii) Berechnung von Mittelwerten beobachtbarer Gréfen

Dieses Programm ist bisher nicht vollstéindig durchgefiihrt worden. Man kennt zwar
die W(n) fiir Gleichgewichtszustéinde, fiir Nichtgleichgewichtszustéinde kann man aber
bisher nur N&herungen fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht, bzw. fiir langsame
Anderungen des Zustands in Raum und Zeit angeben. Die analytisch exakte Berechnung
thermodynamischer Mittelwerte im Gleichgewicht ist andererseits nur fiir einige Modell-
systeme moglich. Man ist auch hier weitgehend auf Ndherungsmethoden oder numerische
Simulationen angewiesen.

2.3 Entropie und Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Grofle Entropie spielt in der Thermodynamik eine zentrale Rolle. In der mikro-
skopischen Physik ist dieser Begriff nicht definiert. Entropie 14t sich also nicht durch
Bildung des Erwartungswerts eines gegebenen Operators berechnen, d.h. ist nicht eine
FEigenschaft der Dynamik des Systems, sondern muf} eine Eigenschaft der Wahrschein-
lichkeitsverteilung W (n) sein.

Definition und Verkniipfungen von Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten eine Folge von M gleichwertigen Versuchen. Jeder Versuch hat als Er-
gebnis ein bestimmtes Ereignis |n). Es soll N mégliche verschiedene Ergebnisse geben
(z.B. Zahlen 1,2,...,6 eines Wiirfels). Die Wahrscheinlichkeit W (n) bei einem Versuch
das Ereignis |n) zu finden ist definiert als relative Haufigkeit

Wy,=— |, M,, = Zahl der Versuche mit Ergebnis |n)

Normierung:

> W, =1
n

Kombinierte Ereignisse: Die Wahrscheinlichkeit, beim ersten Versuch |n) und beim
darauffolgenden |m) zu finden ist

My _ Mo My _ My My

Woem =37 = 3" = M M

= WmWn ;
wobei die Unabhéngigkeit der Versuche vorausgesetzt wird.

Korrelierte Ereignisse: Bei Ereignissen die nicht unabhéngig sind (z.B. Herausgrei-
fen von Kugeln verschiedener Farbe und verschiedenen Gewichts aus einem Reservoir,
wobei ein Ereignis durch beide Merkmale |m) und |n) charakterisiert ist) ist es niitzlich,
die sogenannte bedingte Wahrscheinlichkeit W, einzufiihren, als Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl Merkmal |m) auftritt, wenn |n) mit Sicherheit vorliegt:

Mm|n
My,

Wm|n =

17



2.3. ENTROPIE UND WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Hier ist M,,,, die Zahl der Ereignisse mit Merkmalen |m) und [n).
Normierung:

> Wy = 1.

m

Die Wahrscheinlichkeit sowohl |m) als auch |n) zu finden ist

Normierung:

> Wi =1
n,m

Die Ereignisgruppen |n) und |m) sind statistisch unabhdngig wenn gilt:
Wiin =W = Wy =W, W,

Entropie als Mafl der Unbestimmtheit

Definition der Entropie S als skalare Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung W,,,
die den Unbestimmitheitsgrad beschreibt.

Forderungen:
(i) S>0, und S =0 falls Wy, = 6y,
(ii) S =9(W1,Wa,...,Wx), symmetrisch in den W,

(iii) fir zusammengesetzte korrelierte Ereignisse soll gelten

S{Wam} = S{Wu} + > WaS{ Wi}

Dieser Zusammenhang erfiillt die Forderungen:

—~

a) S{Wym}t > S{W,}
b) S{Wym} = S{Wy,} falls Wy, = 6mn (feste Zuordnung von [m) , [n))
)

—~

c) S{Wym} = S{Wy}+ S{Wp} fiir unabhingige Ereignisse |n) , |m)
Durch

—_~ o~

i)-(iii) ist die funktionale Form von S festgelegt.

Annahme: Nur Ereignis |1) sei durch weitere Merkmale |m) gekennzeichnet.

Dann gilt
SEWIW 1}, Wa, . .) = S(Wh, Wa, o) + WiS{W,, 1 }

Dies ist erfiillbar, wenn

S{Wa} =3 fulW) ¥EE S £ (W)

18



2.3. ENTROPIE UND WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Somit ergibt sich eine Funktionalgleichung fiir f :

S FWWep) = FW1) + W1 > f (W)

Diese wird gelost durch den Ansatz

Man bekommt

(1) |3 g(WiWoups) = g(W1)| + - In(Won) W2 Wonps) = Wi g(Wonpr)| = 0.

m

Diese Gleichung ist erfiillt fiir g(x) ~ z, denn

> WAW - W1 =0
m
S 10(Wong1) [Wi Wiy = WiWoys | = 0

Damit ist der allgemeine Entropieausdruck:

S{Wa}=S=—k > W,In(W,)| wobei k>0

Maximale Entropie: Im Falle N verschiedener Ereignisse wird der maximale Wert

von S erreicht fiir die Gleichverteilung W,, = %

Smax = kIn N
Zum Beweis untersuchen wir die Differenz Sy ax — S

Smax—S:klnN—i—kZWnann

:k[ZWnlnNﬁ—ZWnann—kZ%—l]
n n n

=1 -0
kY W, [1n(NWn)+ N;V - 1} .

n

Unter Verwendung, dafl % —-1> ln% fir x > 0 ist, folgt
Smax -5 2 0 )

und damit handelt es sich bei Sy tatsichlich um ein Maximum.

Anmerkung: Spéater wird gezeigt, dafl die so definierte Entropie von W,, mit der
thermodynamischen Entropie im Gleichgewichtszustand {ibereinstimmt.
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2.4. ENTROPIE IN DER STATISTISCHEN PHYSIK

2.4 Entropie in der statistischen Physik

Es ist naheliegend, den oben definierten Begriff der Entropie einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf die Verteilung der mikroskopischen Zusténde in einem makroskopischen
System, W (n), anzuwenden.

Postulat:

Einem beliebigen Makrozustand mit Zustandsfunktion W (n) ist die Entropie

SUW (n)}) = —=k>_W(n) mW(n)

zugeordnet. S wird mazimal fiir die Zustandsfunktion W (n), die den ther-
modynamischen Gleichgewichtszustand unter den gegebenen Nebenbedin-
gungen beschreibt. S ist dann gleich der thermodynamischen Entropie. Die
Konstante k wird als ,,Boltzmannkonstante“ bezeichnet:

J
k~138-10"1628 _ 138.1072L
K K

Additivitit der Entropie

Fiir ein System, das aus zwei unabhingigen Teilsystemen besteht, gilt
W(n) = W1 (nl) WQ(TLQ)
mit
> Wrm)=1  und > Wi(m)=1=Y Wa(ny).
ni n2
Dann ist

SUW(n)}) = =k 3 Wiln1) Wa(nz) [ 1n Wi (ma) + In Wa(ny)]

ni,n2

= —k[z Wl(nl) In W1(TL1) + Z W2(n2) In W2(n2)}

= S{{Wi(m)}) + S{Wa(n2)}) -

S ist also eine extensive Grofle.

2.5 Thermodynamisches Gleichgewicht fiir ein abgeschlos-
senes System

Die statistische Gesamtheit abgeschlossener Systeme wird als mikrokanonisch bezeich-
net. Fiir ein abgeschlossenes System hat die Energie einen festen Wert E. Es gilt also

W(n)=0 falls E, #FE
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Das Maximum von S ist also zu suchen unter den Nebenbedingungen E,, = E, bzw.

Z W(n)= Z,W(n) =1

n
E,=F

Dieses Extremalproblem mit Nebenbedingung lé3t sich mit Hilfe der Lagrange-Multiplikator-
Methode in ein uneingeschrianktes Extremalproblem iiberfithren. Wir definieren ein er-
weitertes Funktional Sy,

Su({W(n)},A) = max{—k Z/ W(n) InW(n) + )\[Z/ W(n) — 1} }

dessen Maximum durch die Extremalbedingungen (Euler-Gleichungen)

85]\/[_ . !

o 0= Wil
oS B
aw(n)——kan(n)—k:—l-)\—O

bestimmt wird. Es ergibt sich bei Beriicksichtigung der Normierung die mikrokanonische
Zustandsfunktion

1
— , allenmit B, =F

0 , sonst

wobei Q(E) = Z' 1 die Zahl der Zusténde |n) mit Energie F ist. Die Entropie ist

dann gegeben durch’
Sy(E) =knQ(E) .

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist S maximal.

2.6 Thermodynamisches Gleichgewicht fiir offene Systeme
mit Energieaustausch

In der Regel sind die betrachteten Systeme nicht abgeschlossen, sondern stehen in Kon-
takt mit einem Warmebad. Dann sind zwar Zustdnde mit beliebiger Energie zuléssig,
aber durch die vorgegebene Temperatur T des Wiarmebads wird der Mittelwert der
Energie kontrolliert:

(E) =Y E,W(n)

Dies ist die sog. kanonische Gesamtheit.
Das Maximum der Entropie ist also zu suchen unter der Nebenbedingung

Z Wi(n)=1 und (E) = const.
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d.h. es ist das Funktional zu maximieren:

Sk(Wn),An) =" [—kW(n) In W (n) + AW (n) + nE, W (n) — X — n (E)

n

Losen der Euler-Gleichungen

oSk

fiihrt zur kanonischen Zustandsfunktion

1
Whn) = Wr(n) = e En/kT
ZK

wobei 7 = —1/T gesetzt wurde und 7' zunédchst unbestimmt ist, mit der kanonischen

Zustandssumme
Zx = Ze—En/kT ]
n

Die Helmholtz’sche Freie Energie ist damit

F=(E)-TS
E
=3 EWk(n) + kT Wi(n) [— In Z — %
= —kTInZg

Umgekehrt gilt
T = e FIFT

Anschlufl an die Thermodynamik:

1. Wir betrachten eine reversible Zustandsinderung, die durch Anderung des Para-
meters T erfolgt,
T — T+dT.

Anderung der Energie:
d(E) =Y E,dWk(n)

Anderung der Entropie:

dS =~k Y " dWg(n)[In Wg(n) + 1]
— _kZdWK(n) —& —InZkg +1
- kT
Aus der Normierung von Wi (n) folgt ), dWg(n) = 0 und damit

1 1
dS:T;EndWK(n):Td<E>
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Es gilt also der thermodynamische Zusammenhang
dU =TdS,

wenn man 7" mit der absoluten Temperatur identifiziert, (E) mit der inneren Ener-
gie U, und S mit der thermodynamischen Entropie.

2. Stabilititseigenschaft thermodynamischer Responsefunktionen:

Spezifische Wérme:

n
() =0
3. AuBere Kriifte:

Mechanische Kopplung, etc. , fiihrt zu Anderung der Dynamik

H — H—i—dH:H—i—%—da,
a

wobei a ein duflerer Parameter ist (z.B. Volumen, Magnetfeld, etc.). Damit ergeben
sich Anderungen der Energieeigenwerte

H
E, — E,+dE, , dE, = (n| 8@—(1 In) da

und der Zustandsfunktion W (n). Fiir die Anderung der Entropie und der inneren
Energie folgt

dS = -k dW(n)In Wi (n) = % > AW (n)E,
d(E) = E,dW(n)+ Y _ Wk(n)dE,

=TdS + Z Wik (n) (n| Da In) da

Beispiel: Anderung des Volumens: da = dV
d(F)=TdS — PdV
mit der Definition fiir den Druck

P ==Y Wicn) (n] %7 In)
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Interpretation: Geféflwand wird durch Potential Vi beschrieben

N
H=Hy+Y» Viwl(),
i=1

wobei 7; der Ortsoperator des Teilchens ¢ ist. Bei infinitesimaler Verriickung der
Wand R — R + d folgt:

N N
dH = ;(vﬁvw) 4z = Z(n : v,?ivw) dz

1=

wobei 1 der Normalenvektor auf die Wand und 6;1 Vv der Operator der Kraft auf
Teilchen i ist (die nur auf der Fliche der verschobenen Wand wirkt!). Der auf die
Wand ausgeiibte Druck (= Kraft/Fliche) ist

N
1 R
P=-) Wk(n) (n|FZn'VmVW n)
n =1

wobei F' die Wandfléche ist, und dV = Fdx.

2.7 Thermodynamisches Gleichgewicht fiir offene Systeme
mit Energie- und Teilchenaustausch

Fiir die Beschreibung quantenmechanischer Vielteilchensysteme ist es niitzlich, das Kon-
zept eines Teilchenreservoirs einzufithren. Falls die betrachteten Teilchen nicht stabil
sind, die Teilchenzahl N also sogar im abgeschlossenen Systeme nicht erhalten ist (Photo-
nen, Phononen, etc.), ist es sogar unvermeidlich, so vorzugehen. Die Gesamtteilchenzahl
ist dann nur im Mittel festgelegt

(N)=> N,W(n)

und die Summation iiber |n) erstreckt sich iiber Zustéinde mit beliebiger Teilchenzahl
N,. Man 148t also Energie- und Teilchenaustausch mit dem Reservoir zu. Dies ist die
grofskanonische Gesamtheit.

Die Zustandsfunktion des Gleichgewichtszustands ergibt sich durch Bestimmung des
Maximums des erweiterten Entropiefunktionals

S6(Wa, A,1,€) = S [=kW () In(W (n)) + AW (n)

n

1B W (n) + ENaWV ()] = A = (E) =€ (V)
unter den Nebenbedingungen

(E) = const. und (N) = const. .
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Man findet dadurch die groflkanonische Zustandsfunktion

wobei £ = —u/T gesetzt wurde, mit der Zustandssumme

Zo= Y B s AT
Der Zusammenhang mit Zg ist gegeben durch

0o
Za = Z Z;»N) e-l—,uN/kT’
N=0

wobei ZE(N) die kanonische Zustandssumme des N-Teilchensystems ist (Fugazitétsent-

wicklung, wobei exp(u/kT) = Fugazitit).

Interpretation von p

Wir betrachten eine Zustandsdnderung, bei der sich 7" und p #dndern, die Dynamik
(Hamiltonoperator) aber ungeéndert bleibt:

n UNp
= — 1 = .
S ké;amx nWea(n kZ}M@ hT kf}
Mit den Relationen
) =dU = E:E dWe(n und  d(N) =dN =) N, dWq(n)
n

folgt
d(E)=dU =TdS + udN

und damit die Identifizierung von p mit dem chemischen Potential.
Za hingt in einfacher Weise mit dem grofien thermodynamischen Potential €2 zu-
sammen:

QO = U—TS—uN
= Z Wea(n) {En — uNp + kT In Wg(n)]
= —kT InZg

Umgekehrt gilt:
T = e~ YKT
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2.8 Thermodynamische Funktionale und Stabilitit

Die gefundenen Gleichgewichtszustéinde sind global stabil, d.h. sie fithren zum absolu-
ten Maximum der Entropie. Fiir alle Zustidnde, die z.B. der Nebenbedingung U = (FE)
geniigen, ist ndmlich

Kk =—k Y Wi(n) nWg(n :—kZW ) In Wi (n) |

wobei W (n) eine beliebige Zustandsfunktion ist, die den Nebenbedingungen
> WmE,=U , > Wn)=

geniigt. Dann ist

s 55 -r T {n 52}
<k:ZW [ )) 1}:0.

In der Thermodynamik kann man zeigen, dafl das jeweilige thermodynamische Po-
tential im Gleichgewicht minimal wird. Es 148t sich ein Funktional definieren, das diese
FEigenschaft besitzt und im Minimum gleich dem oben bestimmten Gleichgewichtswert
wird. Fiir die Helmholtz’sche freie Energie ist dies:

= > W) B+ KT W ()] .

Es gilt also:
F{{W(n)}) = F{Wk(n)}) .
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Kapitel 3

Ideale Systeme

3.1 Mittelwerte und Korrelationen von Spinsystemen

Wir betrachten ein System aus N Spins s = 1/2 im Magnetfeld B (allgemein: Zwei-
Niveau-System). Das magnetische Moment eines Spins sei p9. Dann ist die Gesamtenergie

N

1

E({si}) =—) 2simB , si= +3
=1

wobei {s;} die Spinkonfiguration angibt. Insgesamt kann F folgende Werte annehmen:

E = —muyB mit m € {—-N,—-N+2,...,N}.

Mikrokanonische Gesamtheit Abgeschlossenes System

E ist fest vorgegeben (mikrokanonische Gesamtheit). Alle Zustéinde zu gegebenem m
haben jeweils

1 1
NT:§(N—|—m) Spins T und Nl:§(N—m)Spins I, Ny+N =N
Also ist die Anzahl der moglichen Zusténde fiir gegebenes m
N! N
Q(N,m) = L

(=) NN

Im thermischen Gleichgewicht gilt:

Der Mittelwert eines Spins (z.B. s1) ist gegeben durch
11
(s1) = 555 [N(sl —1/2) — N(s1 = —1/2)
mit
1
N(s; = £1/2) = Anzahl der Spinkonfigurationen mit s; = +—

2
=Q(N-1,m=F1)
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3.1. MITTELWERTE UND KORRELATIONEN VON SPINSYSTEMEN

und damit
1m

= 5N

Die Schwankung um den Mittelwert ergibt sich als

(1= (1)) = (1) = (o0)* = (1 ) %>

wobei 11 )
2
=~ 2 [N(s1=1/2) + N(s; = -1 2}:—
(1) = 15 | V(51 = 1/2) + N(s1 = —1/2)] = §
benutzt wurde.
Wir betrachten Korrelationen der Spins, z.B. s; und ss, die durch Erwartungswerte
von Produkten von Spinvariablen erfalit werden. Mit der Zahl der Konfigurationen

m (5182 = 1/4) Qpp = QN —2,m —2)
1 (5152 = 1/4) Q=N -2,m+2)
1l (5152 = —1/4) QTl = Q“ = Q(N — Q,m)
folgt
- 1_1QTT+Qu—QQ“_1m2—N
(s182) = ;(8182%9 = N, m) SINN-D)
0 Q(N — 2 _9 N4+m N+m—2
(Z.B. | ( adl ): 2 2 , etc.)
0 Q(N, m) NN 1)

Korrelationsfunktionen sind definiert durch
((s1—=(s1))(s2— (s2))) = (s182) — (s1) (s2)
1/7/m\2 1 -
- (F) Vg = oo
Bemerkung: Korrelationen entstehen durch Nebenbedingung E = const.

Kanonische Gesamtheit

Mit der Zustandsfunktion

N
1 _ 1 2uoB
Wi — E,/kT _ Z ;
K ZKe K exp kT i:18

ergibt sich fiir die Zustandssumme

ze=( % S )ew (%;_0T3i8> — (z0)" |

s1=£1/2 s2 i=1

wobei Zj die Zustandssumme eines Spins darstellt:
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Die Zustandsfunktion W separiert also in ein Produkt iiber alle Spins

HN (i) HN 1 2u0B
o i1 N i1 2o o < kT 81)

und damit ist
(sisj) = (si) (s) ((si = (si))(sj —(s;))) =0 , i#]
Fiir den Mittelwert eines Spins ergibt sich
i 1
(si) = Z s W1(<) =5 tanh ——
Si::tl/Q

und fiir die Schwankung von dem Mittelwert

(Asi)2 _ <(82 B <Sl>2)> _ i —(s;)* = i (cosh2 %)1

Die Schwankung um den Mittelwert des Gesamtspins einer Gruppe von v Spins,

v

S(V) = Zsi )

=1

ist gegeben durch

(80 = (s = (s1))") = (s = 50)°)

Mit <s(” )> = v (s;) folgt fiir die relative Schwankung
AS(V) 1 ASZ' v—00
= —

(s0)) o (si)

Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungsweise auf Spins s > 1/2, bzw. andere Systeme
mit endlicher Zahl von Energieniveaus ist direkt durchfiihrbar.

0

3.2 Thermodynamik des Spin-Modells

In der mikrokanonischen Gesamtheit ergibt sich fiir die Entropie

N (XY B B
$(6) = kmaav ) " _k{N;mln<N2}Lvm>+N2mln<N2Nm>}

Hier ist ¥ = —mpoB und —N < m < N. Aus der thermo- S(E)
dynamischen Bezichung dU = T dS folgt

OE T <0 fir E>0

s 1 {>0 fiir E <0

—NuoB NuB FE
Dies ist eine allgemeine Eigenschaft von Systemen mit nach
oben beschréanktem Energiespektrum.
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Der Zusammenhang zwischen E und T ergibt sich im betrachteten Modell zu

E
198 9s 1 k l(1—m/N> k ln(l—m>

= — = — — n —
T OFE 0Om(—puoB) 2upB 1—m/N 2upB 1+ #0%

oder aufgelost nach E:

poB
E = —NpoBtanh ——
oD tan T

In der kanonischen Gesamtheit 148t sich die Helmholtz’sche Freie Energie aus der
Zustandssumme berechnen:

B
F(T) = —kTn Zg = —NkT'In (2 cosh %)

Daraus ergibt sich die Entropie

_ oF _ MOB ,UOB ,LL()B
S = T = NEk {ln <2 cosh T > T tanh T

und die spezifische Wéarme

dS MOB>2 1
Cg=T|—=— = Nk .
b <5T> B < kT cosh? %

Abbildung 3.1: spezifische Warme in der kanonischen Gesamtheit

Der Verlauf von Cg(T') ist in Abbildung (3.1) dargestellt. Das Maximum in Cg(7T) wird
als Schottky-Anomalie bezeichnet. Bei tiefen Temperaturen verhélt sich C(T") exponen-
tiell, proportional zu exp(—2ugB/kT) als Folge der Energieliicke zwischen Grundzustand
und erstem angeregten Zustand.

Das Verhalten bei hohen Temperaturen, Cg o< 1/T? ist charakteristisch fiir ein Sy-
stem mit nach oben beschrianktem Energiespektrum.

Die Magnetisierung ergibt sich durch Ableitung der freien Energie nach B (dF =
—SdT — MdB)
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3.3. LINEARE OSZILLATOREN

wobei die letzte Gleichung auch direkt durch Mittelung des mikroskopischen Ausdrucks
fir M, M =2uo ), s;, folgt. Die magnetische Suszeptibilitét ist also:
OM  Nud 1 B—0 Nud
X = = — I——
0B kT COSh2 % kT

Fiir die innere Energie findet man
B
U=F+TS= —NuoBtanh% — _MB

oder dquivalent
U=> (~2u0B) (si) = —2NuoB (s;) .

3.3 Lineare Oszillatoren

Wir betrachten nun Systeme, die aus unabhéngigen gleichartigen Elementarsystemen mit
unendlich vielen diskreten Energieniveaus bestehen. Der einfachste Fall ist durch den
linearen harmonischen Oszillator gegeben. Die Energiecigenwerte des i-ten Oszillators
sind
o= hw (n + 1)
€n; i 5) "

wobei w die Eigenfrequenz und n; die Quantenzahl ist (n; =0,1,2,3,...).
Fiir ein System von N identischen Oszillatoren (gleiches w) ist ein Mikrozustand
gegeben durch

In) = n1,n2,...,nN)
mit der Energie
N 1 N
FE, = Z;hw(ni—ki) = Z;Eni .
1= 1=

Kanonische Gesamtheit

Die Zustandssumme ist definiert durch

T = Zexp—[ihw(ni + %)]/kT

{n:}
00 oo oo

_ Z eenl/kT‘ Z een2/kT“. Z eenN/kT
n1=0 no=0 ny=0

= (z5)"

Zi 1aBt sich als Produkt NN identischer Zustandssummen Z?( fiir einen einzelnen Oszil-
lator schreiben. Die Zustandssumme eines Oszillators ist

0 — _h J2kT ( —hw/kT\" o hw/2KT
. —hw —hw —
Zg =) e (e ) = 1 _ o—hw/kT
n=0
1
- : hw
2S1nhm
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3.3. LINEARE OSZILLATOREN

Daraus folgen:
a) Freie Energie:
F=—kTInZyx = —NET1nZ%

. hw
= NKT In (2 sinh %—T)

N {k:Tln [1 _ e—fw/kT} + %hw}

b) Entropie:

OF
S="ar
hw/kT
_ —hw/kT
—Nk:{—ln{l—e w/ }—FW}
[Nk In(5E) , kT > hw
| Nk M emhe/FT BT < hw

¢) Innere Energie:

1 hw
U:F+TS:N{§hw+W}

Die mittlere Zahl von Ostzillatorquanten pro Oszillator ergibt sich zu

— —en/kT _
<n>—ZO”Z%e ‘ T ohw/kT _ 1"
n=

Dies ist die sog. Bose-FEinstein- Verteilung fiir Systeme ohne Teilchenzahlerhaltung.
Damit ist die innere Energie darzustellen als

U = Nw((n) + %)

d) Spezifische Wirme:

s U d o \2 1
=722 = 2 = Nhw— (n) = Nk
C=Tor = ar “ar M) <2k:T> sinh? J
)Nk , KT > hw
T\ NE(52)? e /AT T < hw

e Das Hochtemperatur- Verhalten ist im Einklang mit dem Gleichverteilungs-
satz:

»Freiheitsgrade, die quadratisch im Hamiltonoperator auftreten, tra-
gen %l{: zu C bei.“
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3.4. IDEALES BOLTZMANNGAS

In der Hamiltonfunktion des Oszillators treten sowohl die Orts- als auch die
Impulsvariable quadratisch auf, was zu einem Beitrag 2(k/2) = k pro Oszil-
lator fiihrt.

e Das Tieftemperatur- Verhalten ist wegen der Anregungsliicke Aw zwischen
Grundzustand und erstem angeregten Zustand durch den Boltzmannfaktor
exp(—hw/kT) bestimmt. Man nennt dieses Verhalten ,thermisch aktiviert®.

3.4 Ideales Boltzmanngas

Die bisher betrachteten Systeme aus rdumlich lokalisierten Spins bzw. Oszillatoren be-
schrieben innere Anregungen. Wir wenden uns jetzt den Bewegungsfreiheitsgraden eines
Systems von nichtwechselwirkenden, unterscheidbaren Teilchen mit Masse m in einem
Kasten mit Volumen L3 zu, dessen Hamiltonoperator gegeben ist durch

N pig

wobei ];7 der Impulsoperator des i-ten Teilchens ist. Bei Verwendung periodischer Rand-
bedingungen im Kasten der Lénge L sind die Einteilchenzustdnde |p;) die Impulseigen-
zustéinde mit Energieeigenwerten

o P
Aus den Randbedingungen
<77|p—;> ; <,':»+ Le_;;|p_;> eip';--F/h _ eip';-(FJrLe';;)/h
folgt die Quantisierungsbedingung fiir p:
elpireil/h 1 Piel =2, etc. mit ng; =0,1,...,00

Die Energieniveaus des Gesamtsystems sind durch die Quantenzahlen n;;, ngy, n;. gege-

ben als

1 (2mh\? 2 2 2 2 2
En:% A [nlx—l—nly—l—nlz—l—n%—k'“—l—n]\,z

Kanonische Gesamtheit

Die Zustandssumme ergibt sich wegen der Unabhéngigkeit der Teilchen und der Impuls-

komponenten zu
Zx = (Zo)"",

wobei D die rdumliche Dimension ist. Dabei wurde die Zustandssumme pro Teilchen
und Raumrichtung definiert als

o0
272 h?
— 2
o= 3, e

n=—oo
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3.4. IDEALES BOLTZMANNGAS
Im Limes L — oo gehen die Abstdnde zwischen den Energieniveaus gegen Null. Die

Summe 148t sich dann als Integral schreiben:

o
2m2h? L
lim Zy= [d —n? ==
ety / WP TTART T Ay
—0o0

mit der thermischen deBroglie-Wellenlénge

oxh2\ /2
/\T = ﬂh
mkT
Dabei wurde vorausgesetzt, dafy die Temperatur T > 0 ist (siehe spéter). Damit ist
7, \ND
I =|—
" (/\T>
und es folgen daraus die Gréfien
a) Freie Energie:
14 D
F =—NkTIn D , V= L" (Volumen)
T
kT D/2
=—NkTIn | —
(3)

2 .
2rh- yund damit €, = A - mn?.

wobei A definiert wurde als A = =72
b) Entropie:
D kT D
— NEkZIn (22) 4 NEZ
S k 7 In ( A > + Nk 5
c) Innere Energie:
U:F—I—TS:ng-T
d) Spezifische Wirme
D
Cy = (g—g) y =N k; (Gleichverteilungssatz)
e) Druck:
F NEkT
P=- <g—v>T = % (ideales Gasgesetz)
f) Kompressibilitit:
10V 1 N
= = —— n = —
VoP nkT '’ Vv
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

g) Chemisches Potential:

oF D kT

Der Grenzfall tiefer Temperaturen kT < A fiir das endlich grofie System erfordert

eine gesonderte Diskussion. Die bisher diskutierten Ergebnisse sind fiir kT > A = if:;g

giiltig, da nur dann die Summe iiber die Quantenzahlen durch das Integral ersetzt werden
kann. In diesem Temperaturbereich gibt es keine weitere Energieskala, so dal Zx durch
ein sog. Skalengesetz gegeben ist,

Zg o TNPI2y N,
Fiir kKT <« A kann Zj durch die ersten Terme der Summe ersetzt werden
Zo=1+2e AT 4
und man erh&lt

~ —kTNln (1 n 2e*”A/’“T)
~ —2kTNe "A/KT

A N
und S m 2k Ne ™A/KT <1 + ZT> =0,

im Einklang mit dem 3. Hauptsatz.

Wir leiten noch die Mazwell-Verteilung der Geschwindigkeiten eines Teilchens ab.

M)?’

Die Zahl der Teilchen mit Impuls 7 im Volumenelement des Impulsraums d®p = ( "

ist (Dimension D = 3)

1 , L\?
d3p —P/2mkT [ 2\ 43
f(®) Z 5 W ( 7o) € onh p

F(B) = 2mmkT)=3/% =8 /2mkT

wobei die Faktorisierung von W in Einteilchenbeitrdge benutzt wurde:

7

=1
—__pP
- N e 2mkT ) . € 2mkT
Wk =111, (Z)P En: Oppecp i WK = nz 6ﬁ’ﬁ1W

3.5 Systeme identischer Teilchen

Wir betrachten ein System von N identischen quantenmechanischen Teilchen, dessen
Dynamik durch den Hamiltonoperator
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

gegeben sein soll (nichtwechselwirkendes System). Hierbei ist j = (7}, 0;) die Ortsvariable
bzw. Spinprojektion eines Teilchens. Aus den Einteilchen-Energieeigenzustinden |A) mit

hiA) = ex|A)

148t sich der Hilbertraum eines N-Teilchen-Systems aus Zustandsvektoren aufbauen, die
ein direktes Produkt von Einteilchenzustinden sind:

(I)P(172>"'7N) :90)\1(1)90)\2(2) QDAN(N)

wobei py(j) = (j|\) die Einteilchenwellenfunktion in der Ortsdarstellung ist. Fiir diese
gilt:

e Orthonormalitét:

/dj XA (7) = dxn
e Vollstandigkeit:
> o) eali’) =60 — 5
A
Dann ist auch ® orthonormiert (n = {A1,...,An}):
(oF|@h) = /dl---dN@ﬁ(L...,N)@5(1,...,N) = San o, Oag g

und @ ist Energieeigenzustand von H
N
Hl|of) = E,|oF) . En=) e
j=1

Die in der Natur vorkommenden Elementarteilchen lassen sich durch einen kleinen Satz
von Quantenzahlen vollstéindig charakterisieren (z.B. Elektron: Masse m, Ladung e, Spin
3).

Damit setzen sich Systeme mit grofler Teilchenzahl unvermeidlich aus einer grofien
Zahl identischer Teilchen zusammen.

Postulat:

Zusténde, die sich nur durch Austausch zweier identischer Teilchen unterschei-
den sind dquivalent, d.h. fiihren zu den gleichen beobachtbaren Eigenschaften.

Mit der Definition des Permutationsoperators P (z.B. Transposition ]52-]-), angewandt
auf einen beliebigen Zustand ®

P®(1,...,i4,...,N)=®(,...,5,4,...,N)
muf} deshalb fiir jede Permutation gelten
Po ="

denn Zustinde e?® mit beliebiger Phase @ bilden den Satz unitéir-dquivalenter Zustinde.
Man kann zeigen, dass in D = 3 Dimensionen nur zwei Klassen von Zustdnden
zuléssig sind:
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

1. Symmetrische Zustédnde
P|®,) =|®,) fir alle P
Teilchen mit solchen Zustandsvektoren heiflen Bosonen.
2. Antisymmetrische Zustédnde
P|®,) = (-1)F|®,) fiiralle P

wobei (—1)F = =£1 fiir gerade/ungerade Permutationen, d.h. solche, die durch eine
gerade/ungerade Zahl von Transpositionen aufgebaut werden kénnen. Teilchen mit
solchen Zustandsvektoren heiflen Fermionen.

Bemerkungen

(i) Eine genauere Untersuchung des Konfigurationsraumes fiihrt zu folgendem Ergeb-

nis:
D=3, 0=0,m Bosonen, Fermionen
D=2, 0 beliebig »Anyonen*
D=1, 0 beliebig Untersuchung irrelevant, da kein

Teilchenaustausch moéglich

(ii) Im Rahmen einer feldtheoretischen Beschreibung der Elementarteilchen, die die
FEigenschaften der Lokalitdt, Kausalitdt und Lorentzkovarianz besitzt, 1483t sich
zeigen, daf

e Fermionen halbzahligen Spin: S =1/2,3/2,...
e Bosonen ganzzahligen Spin: S =0,1,...

besitzen. Man bezeichnet dies als das ,,Spin-Statistik-Theorem “.

Struktur quantenmechanischer Vielteilchenzustinde

Bosonen: Total symmetrisierte Zustdnde werden aus Produktzustdnden ‘@P > durch
Superposition gebildet:

) =K, > P|e")
P
Da die Permutationen eine Gruppe bilden, gilt:

Po,) =K, ) PP0)=K,» P'd)=|2,)
P P
Fiir die Normierungskonstante K, gilt:

(®:/0.) = | K> N1 [[(nah) £ 1
A

wobei ny die Anzahl der Eigenzustédnde @) in @ ist. Es ist also
1

(P
VAURINGDY)
Mit diesem Kj ist |®5) normiert. (Man beachte, daB n! = I'(n + 1) und 0! = 1). Die
Besetzung der Eigenzusténde |A), ny, ist beliebig.
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

Fermionen: Total antisymmetrisierte Zusténde erhélt man analog aus
z(z: HPP|efy .

Es gilt
P'|%a) = Kuy_ ()P P'PI®) = Ko(~1)™ 3 (-1)7"P"[8) = (1) |&,)
P P
wobei
D)7 == == (=n”
benutzt wurde. In diesem Fall sind nur n) = 0,1 mdoglich, denn |®,) =0 falls ny > 1
fiir ein beliebiges A gilt.
Mit
oL
VN

ist |®,) normiert.

Besetzungszahldarstellung

|®s.q) ist eindeutig charakterisiert durch die Angabe der Besetzungszahlen ny

‘(I)s,a> = |n1’n2’ o ‘>s,a = |{n)\}>s,a = ‘n>

und die Symmetrie des Zustandes (s, a). Die [{ny}), , bilden ein vollstédndiges, orthonor-
miertes Basissystem im Hilbertraum der Fermi/Bose-Systeme mit beliebiger Teilchenzahl
(Fockraum):

e Orthonormalitat:

<{n)\}‘{n)\}> - n1,n1 n277/2 e
e Vollstandigkeit :

> Hmb) (| =1
{nx}

Durch die Festlegung der Teilchenzahl N
N = Z n)
A

wird die Zahl der moéglichen Zusténde stark eingeschrinkt. X
Die Zustande |{ny}) sind Eigenzustinde des Teilchenzahloperators N

N [{na}) = N({na}) [{na})
N({nr}) Zm

und fiir nichtwechselwirkende Systeme auch Energleelgenzustéinde

H|{n:}) = E({m\}) Hnah)
E({nx}) =D exna .

A

mit Eigenwert
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

3.6 Das ideale Fermigas

Wir betrachten ein System von N identischen, nichtwechselwirkenden Fermionen in der
groBkanonischen Gesamtheit!. Der Hamiltonoperator des Systems ist

N
H=§_jlh(j>,

wobei h die Einteilcheneigenschaften charakterisiert:

hiA) = ex|A)

Gesamtenergie und Teilchenzahl sind gegeben durch

E({n}) = Zﬁm
{n)\} Zn)\ ny = 0, 1

Mit der Zustandsfunktion
1
W = - exp—[E({na}) = uN({m}) | /T
G

erhilt man die Zustandssumme

Zo =Y exp—[E({m}) - uN({n\})] /6T

{na}
( 1 1
_ Z efnl €1—p /kT) (Z efnz(eg I /kT)
n1=0 no=0

— H 7
A
mit
Z e a(ex—m)/kT _ 1 + e (Ex—p)/kT
nx=0,1

Als mittlere Besetzungszahl ergibt sich

—(exr—p)/kT
' g / § , —ny(ex—u)/kT _ _©
e {n }”A Welln}) = ny " e 1 4 e—(ex—p)/kT
A /
1 . .
- olev—m/kT 1 | = flex — ) = fu (Fermi-Funktion).

Die Schwankung der Besetzungszahl ist dann

((nx— (na)?) = (na) — (na)? = Al = A1) < fa,

man sollte eigentlich mit der kanonischen Gesamtheit rechnen, da aber die Teilchenzahl N als sehr
grof} angenommen wird, sind kanonische und grokanonische Gesamtheit in diesem Fall annéhernd dqui-
valent (AN/(N) — 0, siehe unten). Die Rechnung vereinfacht sich in der groSkanonischen Gesamtheit.
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

wobei ausgenutzt wurde, daf3 ni = n, ist, d.h. <n§\> = (ny)). Die Besetzungszahlen sind
unkorreliert:
(nany) = (na) () -

Daraus folgt fiir die Gesamtteilchenzahl
(N)=> "
A
(AN)? = (N = (N))?) = > Al —fr) < (N)
A

Als relative Schwankung ergibt sich somit
(AN) 1 (N)—o00
~ —
(N) (N)
(Dies ist die Rechtfertigung dafiir, dafl in der Rechnung die grokanonische Gesamtheit

verwendet wird.)
Aus der Zustandssumme ergibt sich das grofle thermodynamische Potential

Q= —kTnZg = —kTZln[l I e—(e,\—ﬂ)/kT] 7
A

und man erhalt

N=v=-Z -3 g
A

o
. o) . Q EN— U
S=gr= Tt b
o Q
P=—u0 =——
oV Vv
Grenzfall T =0
Im Grundzustand sind die Einteilchenzustinde bis zur £a
Grenzenergie u(T = 0) = €, (Fermienergie) besetzt:
1, ex<up ;
=0 —e) = { Fermisee
0 , ex>pup.
7

Das groie Potential ist gleich der Grundzustandsenergie, bezogen auf das chemische
Potential:

Q=> (- O(u—e),
A

wobei benutzt wurde, dafl
lim —kT'In [1 n e—(ex—m/kT] (e — W) O — )

Es ist auflerdem

N=> O(—e).
X

Die charakteristische Energieskala ist durch €, gegeben.
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

Tieftemperaturbereich kT < €,

Die scharfe Fermikante wird in einem Energiebereich ~ kT aufgeweicht (s. Abbildung
3.2(a)). Die Ableitung der Fermifunktion nach der Energie bildet ein scharfes Maximum
(s. Abbildung 3.2(b)):

of ( ) = 1
- - = 6 - = - & ..
Oex A T cosh? S
/" ist eine gerade Funktion in (e) — p) und schlieBt mit der e-Achse die Fliche 1 ein
I —f
| |
. = kKT = .
| |
| |
| |
| |
S — X . X
L

(a) (b)

Abbildung 3.2: Fermifunktion und ihre Ableitung

(in Abbildung 3.2(b) schraffiert). Eine Entwicklung von © nach Potenzen von ’:—T kann

ausgehend von dem Ausdruck "
Q=—kTV(25+1) /deN(e) ln[l + e~ (cmH)/KT (3.1)

vorgenommen werden. Hier wurde (fiir eine Spinprojektion (S = 1/2)) die Zustands-

dichte definiert: 1
.Z V Sy 5 - .
(6) V (25 + 1) Z}\ (6 6’\)

Eine zweifache partielle Integration liefert

N=-V(2s+1) /de ble)[—f'(e — )] ,
wobei definiert wurde
b(e) = /de'a(e') ; a(e) = /de'N(e')

Im Integralausdruck 3.1 fiir 2 wird im Integranden die schwach verénderliche Funktion
b(€) mit der rasch verinderlichen Funktion — f’(e — p) multipliziert. Eine Entwicklung
von b(€) um € = p erlaubt eine n&dherungsweise Auswertung des Integrals:

b(e) = b(un) + (1) (¢ — 1) + (1) (e — )+ -+
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

wobei
Vp)=a(p) ;  '(u)=d () =N .
Mit Hilfe der Integrale

—_
3
|
o

= [de(=n[-fle-w] ={ FGI? |, n=2
o0 ETY , n=4

-3

I, =0 , nungerade

148t sich die Tieftemperaturentwicklung von Q (auch Sommerfeldentwicklung genannt)

angeben:

Q 2 9 4
= 25+ 1) [<b(u) = EN@ED? + ORT)| = —P
Die Grofen p, S, Cy ergeben sich daraus durch Ableitung nach den entsprechenden Va-

riablen wie folgt:

e Chemisches Potential:

0 ob 72 ON(u)
N=—G =Ves+)|g+ 5! (k:T)2+---]
mit
5 = ali) = ale) + (1= ) ey) +
e, = [ANE) = g ¢ ale) = Nie)

— u(T) =e, — 1 <01;€(6F)> (kT)? + O(kT)*

e Entropie:

o 2 9

o8
v —T<a—T)V

e Spezifische Wirme:

S

Bemerkung;:
1. 8(T) - 0 fir T—0

2. Lineare Abhéngigkeit S o< T ist Folge der endlichen Zustandsdichte fiir beliebig
kleine Anregungsenergie (€ — €, ):

lim N(e) = N(e,) > 0

GHGF

3. Cy =T ; v ox N(e,)
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

Spezialfall: Freie Fermionen mit periodischen Randbedingungen im Kasten mit Vo-
lumen L.

Die Impulseigenwerte sind

21h
Pz = Tna: , TNy ganz
Py, P> analog

Daraus ergibt sich die Energie

2 2 D
. _p° 1 (27h 9
EA_EPU_Qm_2m< L > > n
pn=1
Fiir die Zustandsdichte (ohne Spinentartung, s = 1/2) erhélt man

= %Zé(e—eﬁ)

[e.e]

Qp D-1

27rh)D dpp d(e —€p)
0

Qp (o-y 1
27T7'L)D [p ]
d p(e)=v2me
In drei Dimensionen gilt:
_ 9 . _ _ mp(e) . _ Mpg
D=3": O3 =4 N(e) = 5273 speziell N(e,) = 523

wobel p,. = p(e,) = \/2me, = hkp der Fermi-Impuls, kr die Fermi-Wellenzahl ist. Fiir

die Zustandsdichte in zwei bzw. einer Dimension bekommt man

m
2 " (€) omh?
m e—0
1 (6) Whp(ﬁ) - o0 .
e Kompressibilitit:
L _1(on
T n\oP),

Die Duhem-Gibbs-Relation
S Vv
= 24T+ —dP
du Nd + Nd
vereinfacht sich mit d7"= 0 und n = N/V zu

dP =ndu
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

und es folgt

L1 (o
Ton2\ou)

1
n=—2> fa=2 [ deN(e) f(e — )

Mit

erhilt man

g—z = /deN(e)(—%)

o _
o

2N (e,.) + O(T?)

e Spinsuszeptibilitit: (S = 1/2)

_ou
X~ 9B
mit der Magnetisierung
1 /
M = por= 3 [ Flext = ) = flex — )] -
A

Im Magnetfeld werden die Einteilchenenergien aufgespalten (Zeeman-Effekt):
X, = e F poB
1 /¢ Ofx
M =238 3 (-52) + o(B®
Ko v ; e + ( )

Also folgt

X = 203N (e;) + O(T?)

Hochtemperaturlimes k7 > ¢,

Fiir hohe Temperaturen findet ein Ubergang zu klassischem Verhalten statt (Boltzmann-
gas). Wir vermuten, daf} fiir das chemische Potential gilt:

W
LR |
T

Die Fermiverteilung geht dann {iber in die Boltzmannverteilung
Flen—p) = O WAT g

Fiir die Teilchendichte ergibt sich

N 1 —(e— kT
nzvzv;f(eA—u):/deN(e)e =)/
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

Freie Fermionen mit Masse m und Spin S = 1/2 haben in drei Dimensionen die Zu-

standsdichte
vV 2m?3
2m2h3

In die Teilchendichte eingesetzt ergibt sich

N(e) =2 Ve=:C'g\/e.

[e.e]
n = 20" Mkl /de Vee R = Gy H/FT (|T)3/2
0

mit -
C~’3 = Cg/dxﬁex = C/gg .
0

Die Gleichung fiir n 148t sich nach dem chemischen Potential p auflésen:

- len[()\(T))g 1 ] - nglne—F + const.

n
T) = kT'In — ALV 2
wT) . A\r / 37 kT

C3(KT)3/2

mit

orh2\ /2
NT) = thermische deBroglie-Wellenldnge
mkT

B 2mh
Pp

AR Fermi-Wellenléinge (~ mittlerer Teilchenabstand) .

Fir MT) < Ap ist —p > kT (oder dquivalent kT > €, ).
Fiir das Thermodynamische Potential erhalten wir:

%: kT / de N (e) ln[l +e_(6_“)/kT] ~ kT / de N(e) e~ (W/FT
=—kT'n=-P
und es ergibt sich das ideale Gasgesetz
Aus ) ergeben sich
e Entropie:
S = Nk:[g - kiT] = gNk:ln]:—T + const.

F

e Innere Energie:

3
U=Q+TS+uN = NkT

e Spezifische Wirme:
3
Cy = §Nk
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

w(T) S(T)

—~ T

T};EEF/]{J T T

Abbildung 3.3: Temperaturabhéngigkeit von pu, .S, Cy und k, bzw. x fiir das ideale Fer-
migas

o Kompressibilitit:

1 on n
Kp = —— _— =
T nkT ou kT
e Spinsuszeptibilitét:
No
= : = pu =+ pugB
X="nor ; H1,l = BT fo

Die Groflen u(T),S(T),Cy und k,. bzw. x sind in Abbildung 3.3 aufgetragen.

3.7 Das ideale Bosegas

Wir betrachten Systeme identischer, nichtwechselwirkender Bosonen im grolkanonischen
Ensemble. Die grolkanonische Zustandssumme lautet

Zo =y exp—|E({m}) = uN({na})] /6T

{nx}
Z efnl €1—p /kT) (Z e*ﬂQ(GQ n /kT)
<n1 =0 no=0

:1_[2A
A

mit
1
1 — e—(ex—p)/kT *

(o)
7\ = Z e~ (Ex—p)/kT _

TL)\:()
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

Damit erhélt man als mittlere Besetzungszahl
§ 1 —nx(ex—p)/kT 9
"7 Dex

_ 1
 elex—w)/KT _ 1

Aus (ny) > 0 und €y > 0 folgt

=g(ex — p) (Bose-Einstein-Verteilung, s. Abb. 3.4)

gle — )

Abbildung 3.4: Bose-Einstein-Verteilung

Aus der Zustandssumme ergibt sich das grofle thermodynamische Potential

Q=—kTlhZg = szln[l _ e*(eru)/k‘T]
A

und daraus die Grofien

e Entropie:

o1 €x —
S:——z——+z AT glex —n)

e Innere Energie:
UzQ-l—TS—i—uN:Ze,\g(eA—u)
A

Hohe Temperaturen: —pu> kT
Die mittlere Besetzungszahl geht iiber in
(ny) = e~ (O~W/KT . Boltzmanngas

Wie fiir das ideale Fermigas im Hochtemperaturlimes (siehe Abschnitt 3.6) ergibt sich
fiir das chemische Potential (Spin 0, Masse m, D = 3):

AT
w(T) = 3kT In (%) + const. , MT) < ag,
0
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

wobei
apg = n1/3 mittlerer Teilchenabstand
2mh? 12
XNT) = thermische deBroglie-Wellenlénge .
mkT
Tiefe Temperaturen: MT)>ao, KT < mh—;
0
Wir machen den Ansatz
N 1 1 ? 1
”:V*:VE;g%;wwt_1:/ﬁdW@geMMT_1'

p

Wir betrachten im folgenden Systeme freier Bosonen (kein Einteilchenpotential, Impuls-
eigenzusténde | p >) In D = 3 Dimensionen ist die Zustandsdichte dann N(e) = C5 /e
und man bekommt

1 1
/dEN(E)m S /dEN(E)m
o
_ 3/2 q 1/2
= C3(kT) / T
0
)\3%T) % zl/2e7% (1—e T 4...)
1 -
= ((3/2) = 0

B(T) 2
> v = 2.612

Dies ergibt einen Widerspruch, denn die Teilchen kénnen fiir 7" — 0 nicht einfach ver-
schwinden. Vielmehr wird fiir T' < Ty der tiefste Einteilchenzustand makroskopisch be-
setzt: Ny = <nﬁ:0> xV

N Ny(T) 1
v Ov +)\3(T)C(3/2)

mit

no(T) = YolD) =1~ <X%%§)3C(3/Qﬂ

=B rem

Fiir die sog. Bose-Finstein-Kondensationstemperatur erhélt man

Ty = > 2n [¢c(3/2)]*/* . ag=n"13
k22 mad ’
3,31

Fir T > Tp ist u(T") < 0 (siehe Abbildung 3.5) Weiter ergibt sich:
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

no(T) w(T)
3, To—T
—anTr To -
_
/ ul
i,
. o
n, T o7z, <0

Abbildung 3.5: Besetzung des Grundzustandes ng(7") und chemisches Potential p(7T')

e Spezifische Warme:

o0

Cyn = /deN(e)ea%g(e — )

[e=]

[ee]
k 1 re—p ou 1
=— [deN —
4/ ¢ (E)GkT[ W 8(/-@T)]sinh2%
0
Wegen limp_.7, % ( jg)O hat 68% einen Sprung (s. Abbildung 3.6).
3
------------- —- 3kN
T3/2
Ty T

Abbildung 3.6: Spezifische Wérme Cy (T')

e Entropie:
5
S = —§kV/deN(e) In [1 — e (emm/RT | %N
Fiir den Grenziibergang 7" — 0 ergibt sich
SxT3? | T-=0

Fiir T < Ty tragen nur die angeregten Teilchen (e > 0) zu S bei. Die Entropie des
Kondensats ist Null.

e Druck: O
P=—= —k:T/deN(e) ln[l - e*<€*“>/’€T]

Der Druck ist also unabhéngig von V fiir T' < T (s. Abbildung 3.7)!
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3.8. PHOTONEN UND PHONONEN (HOHLRAUMSTRAHLUNG)
P

V =W(T)
Po(T»)

% Isothermen
Po(Ty) //\/\‘ T >Ty

Abbildung 3.7: P-V-Diagramm des Bosegases

Bemerkungen:

1. Fiir beliebig kleine anziehende Wechselwirkung ist das Bosegas instabil gegen Kol-
laps in einen “Punkt”. Stabilitdt erfordert eine infinitesimal kleine abstoflende
Wechselwirkung.

2. Auftreten der Bose-Kondensation hingt von lime_g N(e) ab. Fiir D = 2 (N(e) ~
const.) bzw. D =1 (N(e) ~ 1//¢€) divergiert das Teilchenzahlintegral:

d N(E) u—0 In 1% D=2
B 7 Y

€ le—m/kT _ 1 > ﬁ D=1

3. Bose-Kondensation wird durch makroskopische Wellenfunktion beschrieben:

¥ =[] e’

Zustand mit rdumlich variierender Phase 6(7) beschreibt Teilchenstréme im Grund-
zustand (die dissipationsfrei sind):  Suprastrom:

b e
js_/w Lyt he) ~ Vo

(Zusammenhang mit Supraleitung in Metallen.)

3.8 Photonen und Phononen (Hohlraumstrahlung)

Systeme harmonischer Oszillatoren konnen als nichtwechselwirkende Bose-Systeme der
als Teilchen interpretierten Oszillatorquanten aufgefasst werden:
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3.8. PHOTONEN UND PHONONEN (HOHLRAUMSTRAHLUNG)

Oszillator Bosonen

Eigenschwingung A Einteilchenzustand A

Anregungszahl n) (Zahl der Quanten) Besetzungszahl ny
1
En:z/\:hw)\<n)\+§) EHZZA:EATLA

Unterschied: Die Zahl der Oszillatorquanten ist nicht erhalten. Das che-
mische Potential (Lagrangeparameter) ist deshalb Null

H = 07 da 1% < €min, Wenn
Z ny beliebig Z ny =N fest

Beispiele:

1. Quantisiertes elektromagnetisches Feld:

Klassische Maxwellgleichungen haben allgemeine Lésungen aufgebaut aus ebenen
Wellen mit Wellenvektor k, Polarisationsvektor é; und Frequenz w = ck, z.B.

—

E(7t) = é - Egey =7

Es gibt zwei transversale Polarisationsrichtungen: s = 1,2 Fiir festes k beschreibt
die Wellengleichung einen harmonischen Oszillator mit Frequenz wy, = c|k| :

1 82 =9 = 82 2
Quantisierung:
;. = hwy = c[p] , p=nhk — Photonen

Das elektromagnetische Strahlungsfeld ist also aufgebaut aus unabhdngigen linea-
ren Oszillatoren mit Quantenzahl:

A= (p,s)
Jeder dieser Oszillatoren kann mit n;, Quanten besetzt sein.

2. Gitterschwingungen im Festkorper:

Atome im Festkorper bilden i.a. Kristallgitter. Um die Gleichgewichtslagen sind
Schwingungen moglich. Fiir kleine Schwingungsamplituden reicht die harmonische
N#herung aus: Wir haben wieder ein System unabhéngiger harmonischer Oszilla-
toren: ,,Eigenschwingungen“, bezeichnet durch

Gitterimpuls: 5= hk, k € 1. Brillouinzone (kz <, etc.)

Polarisation:  és, s = 1,2,3 (eine longitudinale, zwei transversale Polarisa-
tionen)

eventuell weitere innere Quantenzahlen
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3.8. PHOTONEN UND PHONONEN (HOHLRAUMSTRAHLUNG)

Energie:
€5 =hwp =c|p| , |pla << h — Phononen

wobei hier ¢ die Schallgeschwindigkeit und a die Gitterkonstante ist.

Bemerkung: Fiir mehratomige Gitter gibt es neben den obigen “akustischen” Pho-
nonen auch “optische” Phononen mit lim;, g€, > 0

Fiir die betrachteten Systeme harmonischer Oszillatoren lautet das grofie thermody-
namische Potential allgemein:

QT,V,u=0) = kTZ In [1 _ e—ep/kT]
p7soo
= kTV / dw N(w) In [1 _ e*hw/kT} ‘
0

Die Zustandsdichte bei linearem Spektrum w = ck fiir D = 3 Dimensionen ist gegeben
durch

4mp?  hdk B w?

(27h)3 dw  72c3

Der Faktor zwei beriicksichtigt die Polarisation (Photonen). Fiir das grofie Potential
folgt:

Nw)=2-

[o.o]

(kT)* 2 - 4
Q= V7T2(hc)3 dz x ln{l —e x} = —VT
0
7.|_4
45
Daraus ergeben sich
e spezifische Wirme:
Cy =127V T3
e Strahlungsdruck:
P=qT".
Strahlungsenergie pro Frequenzintervall dw:
dE, h w3

=V Nw)hwg(hw) =V

dw 23 ew/kT — 1

Dies ist das Planck’sche Strahlungsgesetz (s. Abbildung 3.8). Fiir die Grenzfille hw < kT
bzw. hw > KT erhilt man:

dE, _ w? |kT , hw < kT (Rayleigh-Jeans)
dw 7263 | hwe w/kT ,  hw> kT (Wien)

Das Maximum von £ liegt bei hwy = 2.822 k7.
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dE,
dw

2.822 kT

Abbildung 3.8: Planck’sches Strahlungsgesetz
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Kapitel 4

Aufbau der Statistischen Physik

4.1 Zustandsoperator

Die bisherige Darstellung der Zustandsfunktion erfordert die Kenntnis der Energieeigen-
werte und -zusténde des Systems. Fiir realistische, d.h. wechselwirkende Systeme sind
die Energieeigenzustéinde i.a. nicht bekannt. Eine darstellungsunabhdngige Form der ,,Zu-
standsfunktion® ist dann von Interesse.

Reine Zustinde

Wir gehen aus von dem Fall eines reinen Zustandes |1;) eines N-Teilchensystems mit
Wellenfunktion ¢;(71 ...7n) = (71 ...7n]|1;). Der quantenmechanische Erwartungswert
einer physikalischen GroBe X im Zustand |v;) ist gegeben durch

Xi = (i X [obi) = D (shiln) (n] X |m) (ml)

n,m

wobei die Zusténde |n) ein vollstédndiges (i.a. orthonormales) System bilden. Dieses konn-
te z.B. aus Einteilcheneigenzustdnden konstruiert sein. Durch Umstellen der Terme ergibt
sich daraus

Xi = ) (wiln) (n] X |m) (m|y)

n,m

= Tr(XP).
Hier ist Tr (A) die ,Spur® (im englischen ,trace“) des Operators A und der Operator

P, = |4;) (4] ist der Projektionsoperator auf den Zustand |¢;) im Hilbertraum, d.h.
o p
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4.1. ZUSTANDSOPERATOR

Statistische Zustinde

Wir betrachten nun statistische Zustdnde, realisiert durch eine Gesamtheit, d.h. eine
Menge von identischen Kopien des Systems. Jedes dieser Systeme befindet sich in einem
wohldefinierten reinen Zustand |¢;). Ein gegebener Zustand ;) komme mit der relativen
Héufigkeit v; in der Gesamtheit vor, wobei

Z vi=1 und ~i reell, 0<y<1.
i

Die [|t¢;) miissen eine vollstindige Basis bilden, aber nicht unbedingt orthogonal sein.
Fiir den gemittelten Erwartungswert von X gilt

(X) =D (i) X [ah) = T (XW)

wobei W als Zustandsoperator (statistischer Operator, Dichtematrix) bezeichnet wird.
Man erhélt W aus der Beziehung

%

Allgemeine Eigenschaften des Zustandsoperators W sind:
1. Normiertheit: — Tr (W) = 1
2. Hermitizitat: WTi=W
3. Positivitat: (| W [)) >0, V1))

Somit besitzt der Zustandsoperator W ein orthonormales System von Eigenvektoren |u)
mit reellen Eigenwerten w,, wobei 0 < w,, < 1. Es gilt also:

W= "wy |u) (wl, i) (ul - mit W) = wy )

Im allgemeinen ist W2 # W. Falls aber doch W2 = W ist, liegt ein reiner Zustand
vor.

Mittelwerte und Korrelationen

Der Mittelwert eines hermiteschen Operators X ist definiert als
*

(X) = Tr (XW) = Te (WX) = T (WIRT) = (X))

wobei benutzt wurde, dafl die Spur invariant unter zyklischer Vertauschung ist und
sowohl W = W als auch X = X gilt. Die Schwankung des Systems ist gegeben durch

(X = (X)) = () = (X)" = o (W) - (1 (X77))?
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4.1. ZUSTANDSOPERATOR

Die Schwankung kann quantenmechanisch auch fiir den Fall W2 = W von Null verschie-
den sein. Wir definieren weiter die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer physikalischen
Grofle X als o

p(X) = Tr (§(X — X)W)) ,

wobei p(X) reell ist. Die Momente der Verteilungsfunktion p(X) sind dann definiert
durch

(X") = / dX X"p(X) = Tr (X"W) .
Die Korrelationsfunktion zweier miteinander vertauschenden GréBen X,V ist gegeben
rch
" (X — (XY = (V) = (X¥) = (X)),
fiir nichtvertauschende X,Y gilt hingegen XY — (XY + Y X), also
(X = QXN = (V) = (XY +Y X)) = (X)(Y) .
Einteilchen-Dichtematrix und Verteilungsfunktion

Physikalische Groflen héngen oft nur von einer Teilmenge der Quantenzahlen des ge-

samten Systems ab, z.B. X nur von |n;) (in einer bestimmten Basis). Dann ist es auch

naheliegend, die Mittelung iiber die restlichen Quantenzusténde vorher auszufiihren:
Wir wéhlen ein Basissystem von Zustédnden

In) = |n1) ® |n2) = |n1,na).
Der Erwartungswert einer Observablen X, ergibt sich dann aus
<n" X In) = <n'1| X |n1) 5,1/2,”2 .
Fiir den Mittelwert folgt
(X1) = Tr (X1W) = Trq(X1W7)
mit dem verkiirzten Zustandsoperator

(n] Wi |ng) = Z (no,nt| W |ni,no) .
no

Beispiel: Fiir Einteilchenoperatoren in Ortsraumdarstellung definieren wir

—

In) — |F1,7%,...,7N)
ny) — |m)

Ing) — |7, 73,...,7N)

Der verkiirzte Zustandsoperator ist dann gegeben durch

<771/‘ Wl |’I71> = /d3?”2 "'d37“N <77N,... ,772,?71/‘ W‘Fl,...,FN> .
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4.2. SCHRODINGER- UND HEISENBERG-BILD

Der Einteilchendichteoperator p ist gegeben durch
p=X1=08("— 7o)
Der Mittelwert des Einteilchenoperators kann mit den Matrixelementen
(7| X1 |71) = 8(7{ — 71)3(F1 — 7o)

durch W, dargestellt werden: X
(p) = (Fo| Wi |70) -

4.2 Schrédinger- und Heisenberg-Bild

Die Zeitentwicklung des Zustandsoperators wird durch die Zeitentwicklung quantenme-
chanischer Zustidnde gegeben. Aus der zeitabhdngigen Schridingergleichung

., 0 N 0 N
lha ‘¢Z’,t> = H‘¢17t> s lha < ¢Z(t) |— — < l/Jz(t) ‘ H
folgt damit fiir die Projektionsoperatoren P; = [1i) (5]
., 0 . .
ihay i) (Wil = H i) (il = [oi) (il H

oder

Fiir den Zustandsoperator Z%PZ gilt also die von-Neumann-Gleichung:

)

0 -
1HEW(1€) = [H,W()]

Diese Gleichung kann formal gelost werden mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators U (t),
der definiert wird durch

[, t) = U () [13,0) -
U(t) ist Losung der Gleichung

o - . . .
ihEU(t) = HU(t) mit U(0)=1.
Fiir einen zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H ergibt sich damit der Zeitentwicklungs-
operator U(t) zu :

U(t) — e—iﬁt/h
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Bemerkung: Fiir den verkiirzten Zustandsoperator ist die Zeitentwicklung im allge-
meinen nicht durch eine DGL 1.0rdnung gegeben. Die Kenntnis von W1(0) erlaubt also
nicht die Berechnung von Wi (t) !

Mittelwerte

Fiir den zeitabhéngigen Mitelwert eines Operators X folgt:

~

(X)) = Tr (XW () = Tt (X UMW) (¢)
= Tr (UT(t)XU(t)W(O)) = Tr (Xp ()W)

%
I
S

wobei im dritten Schritt zyklisch vertauscht wurde und X =
Xp(t) der Operator im Heisenberg-Bild mit

(0) ist. Ferner ist

Xu(t) =UT0)X(0)U ().
Er erfiillt die Heisenberg-Bewegungsgleichung:

9 . .
ih—XH(t) = [XH,H]
ot
(falls Xg zeitunabhéingig). In Tabelle 4.1 sind Schrédinger- und Heisenberg-Bild ge-

geniibergestellt.

Schrodinger-Bild Heisenberg-Bild
Zustand [s) = U(t) [1i(0)) = [¢i(1)) [vm) = [4:(0))
Operator Xs = X(0) Xy = U)X (0)U(t)
Zustandsoperator Ws = U)W O)UH(t) | Wi =W(0)

Tabelle 4.1: Gegeniiberstellung

Zeitabhingige Korrelationsfunktionen

Zeitliche Korrelationen lassen sich im Heisenberg-Bild am besten behandeln:

(X()Y (1)) = Tr (Xu(0)Yu ()W)
Beispiel: Harmonischer Ostzillator

A2
- 1
a=2r 232

= % + §mw X
Die Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir p und z lauten

op - 1

in 2l = [p H] = mw?[p, 2] = —ihmw?s
ot 2
oz - 1 h

h— = |7 H = — |7 52 = 1—D

ihr = [ 1] = g 8.7 =100
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wobei die Relation [i, ﬁ] = ih benutzt wurde. Der Ansatz:

P(t) = prcos(Mt) + posin(At) , etc. mit p = p(0); po = X;5(0) :
ergibt eingesetzt den Wert des Parameters A\: A\ = w und damit die Losung:
p(t) = p(0) cos(wt) — mwz(0) sin(wt)

(t) = (0) cos(wt) + L]3(0) sin(wt)

mw

>

Die Korrelationsfunktionen von x und p lassen sich durch die gleichzeitigen Mittelwerte
von 22 und pz ausdriicken:

<@<o>f<t>>:isin<wt><ﬁ<o> (0)) + cos(wt) (3(0))

(£(0)p(t)) = cos(wt)(H(0)£(0)) — mw sin(wt)(*(0))
4.3 Thermodynamisches Gleichgewicht

Fiir die stationéren Zusténde eines abgeschlossenen Systems gilt im Schrédingerbild

I v
i W = 0= [H,W]

Daraus folgt die Existenz simultaner Eigenzusténde von H und W:

Hin) = Eyln)
Win) = Wy|n) .

Fiir die Eigenwerte W,, = W (n) gilt:
1. aus Normiertheit Tr (W) =1 Yo Win)=
2. aus Hermitezitit W1 = W: W*(n) =Wi(n)
3. aus Positivitit (| W [¢) > 0: W(n) >0

AuBlerdem gilt fiir einen reinen Zustand | ng >: W(n) = bnn,-
Der Erwartungswert eines Operators ist so gegeben durch

(X)=Tr (XW) =) X, W(n)

Zustandsfunktionen der Gleichgewichtszustéinde werden durch Bestimmung des Ma-
ximums des Entropiefunktionals gefunden:

S(W)) = —kTr (WInW)

mit den Nebenbedingungen fiir die
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1. Mikrokanonische Gesamtheit: Tr (W) =1
. 1 R
= —AH-F
QE) = Tr(A(H—-E)) (= Zahl der Zustéinde mit Energie £)

S(E) = kInQ(E)
wobei A(H — E) definiert ist als

1, E,=F
A(E, — F) = { ’
0, sonst
2. Kanonische Gesamtheit: Tr (W) =1, Tr (ﬁW) =F
% 1 —H/kT
Wik = ZKe
Zrx = Tr(e H/M)
F(T) = —kTlZg(T)

3. GroB3kanonische Gesamtheit: Tr (W) =1, Tr (I;TW) =F, Tr (NW) =N

. 1 5 o«
We — = o (H—uN) /KT
Zg = Tr (e H-#N/KT)

QT,pu) = —kTlnZg

Beweis des Ausdrucks fiir W:
Bestimmung des Extremums von S:
S(W], A, m) = S(W]) + A[Tr (W) — 1] + [ Tr (HW) — E]
Mit W = Wg + W folgt:
§ = —kTr | (Wic + 0W) In(Wic + 0W)| + A[Tr (Wi + 0W) — 1]
+n[ Tr (HWk) + Tr (HOW) — E|
und mit
Tr [WK In(Wi + 5W)} - T [WK [In Wi + In(1 + W[;HSW)”
= Tr (WxlnWg) + Tr (6W) + O(6W?)
ist am Extremum zu fordern
88 = S(W)) — S(Wk]) = Tr H—k[m Wk +1] + A+ nﬁ} 5W] Lo

woraus folgt X A
—k[InWg +1] +X+nH =0
und damit q A
We — — o H/KT
K=ge i
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4.4 Storungsrechnung fiir den kanonischen Zustand

Fine wirkungsvolle und allgemeine Methode zur Berechnung der Gleichgewichtseigen-
schaften nichtidealer, d.h. realer thermodynamischer Systeme ist die Stérungstheorie.

Dabei geht man aus von einem idealen System, charakterisiert durch den Hamilton-
operator Hy, und betrachtet die Abweichung davon als kleine Stérung:

ﬁ:ﬁo-i-gv.

Hierbei ist gV die Storung, mit dimensionsloser Kopplungskonstante g < 1. Die Energie-
eigenzusténde |n) von Hy seien bekannt. Die Entwicklung von Wy, Zk, F in Potenzreihen

in g ergibt
WK:W0+QW1+Q2W2+“'
ZK:ZQ+QZ1+"'
F:F0+gF1+"',

wobei

Zy
Zy = Tr (e Ho/kT)
FQ = —kTIn Z()

Eine Entwicklung des Operators

o H/KT _ —(Hot+gV)/kT

nach Potenzen von g ist nicht unmittelbar méglich, da i.a. [ﬁo, V] # 0 und deshalb
efﬁ/kT ” efﬁo/kT eng/kT .
Wir schreiben deshalb R R
o H/KT _ —Ho/kT S(l/kT)
und berechnen die Potenzreihenentwicklung des allgemeineren Operators
$(8) = etPHo o=

der fiir 8 = 1/kT gleich dem zu berechnenden Term ist.
Uber die Differentialgleichung

J5(9) = e i1y~ F) e = gV (S()

mit

V(B) = o V7 o=0Ho
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ergibt sich durch Integration die Integralgleichung

Diese Integralgleichung 1483t sich fiir kleine Kopplung g i.a. durch Iteration 16sen:

8 B B’

S0 =1-g [a5 V(@) + ¢ [a [ag V@) + -
0 0 0
=14+> g"Su(8)
n=1
mit
B B1 Brn—1

5. = 0 [am [ag e [ 48,70 V().
0

0

[e=]

Damit ist also

e,ﬁ/kT :efﬁo/kT[l_i_gSvl(l/kT) +92‘§2(1/1€T) -+ ..

Bemerkung: Definition eines ,,Ordnungsoperators®

.. N B V(ﬂ1)‘7(ﬂ2) . B> P
Tﬁ(v(ﬂl)v%»_{V(ﬂg)mﬁl) , B> P

erlaubt Darstellung von S(3):
B
5(8) =Ty exp| g [ a5 V(9
0

Beweis:

n

o 8
S(ﬂ) = T’ﬁ Z % [—g /dﬂ’ V(ﬂ’)}
n=0

o

. 15 51 Bn—1
=S "(~9)" [y [dBs--- [ dB.V(B) -V (Ba)
o fun o]

mit f1 > P2 >...>f,
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Erste Ordnung Stérungstheorie
e Zustandssumme:
1/kT

9z = —gTe[e M0 [a57(s)]
0

1/kT
=—gTr [ /dﬁ e_ﬁHO e_ﬁo/kT eﬁﬁo V}
0

o 14 v
= _kiT Tr (e_HO/kTV) = —gZo% — Zg = 2 (1 - 9% + 0(92))

e Zustandsoperator:

wobei <V>0 = Tr (VW).

e Freie Energie:

v )
F = —kTtnZy = —kT(enZO +n(l— g< >0)) — Fy +g(V), +0(¢g)

kT
gFy = —kT% =g(V),
Bemerkungen:
1. TtW;=0

2' Z — efF/kT — ef(F0+gF1+~“)/kT — Zoengl/k’T

Zweite Ordnung

Alternative Methode: Kopplungskonstantenintegration von F'(g):

or = —kT2 In Tr e~ (HotgV)/AT
dg dg
1 ~ . .
_ —(Ho+gV)/kT
7T Ve |

o0
= Tr (VW) = Z g" Tr (VW)

n=0
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4.4. STORUNGSRECHNUNG FUR DEN KANONISCHEN ZUSTAND

Mit F(g = 0) = Fp folgt durch Integration

F0+Z (VW)
A A 92 A A
=Fy+gTr (VWy) + 5 Tr (VW7) +

Matrixelemente von Wy in Eigenzustinden von Hy:

1/kT
<”/| W In) = _Zio /dﬂ <n" e~ Ho/kT BHo (f/ _ <V>O)e—ﬁHO In)

o

1/kT

7E' /KT
— =g (W] V (V) Im) [ apetEu B
0
o /KT e(En/ En) /KT _

=—g(n'|V —=(V), DE 7 ="
— g (W[ V= (V) In) WO(E; = YEV:( %)
Daraus folgt
@B = L (i) = L1 (V= (V)]
2 5 T 1 9 r 0 1
2 A
- % Z (n|V — <V>0 |n/> <n" W1 |n)
2 - - N n') — n
DN GG UNEIRS v

Bemerkung: Die storungstheoretischen Beitrige gF) und ¢?F5 entsprechen den Kor-
rekturen zur Grundzustandsenergie, z.B.

gEr = (0| gV |0)

1
2 _ 2
g°E g;‘nl‘/\o( E L.

wobei die thermisch angeregten Zustéinde mit einem Besetzungszahl-Faktor Wy(n) — 0
gewichtet werden (Faktor 2 ergibt sich aus den beiden Moglichkeiten n’ = 0,n > 0 und

n = 0,n’ > 0). Der diagonale Term n’ = n in F, verschwindet im Limes 7" — 0 wie
ef(EleO)/kT’ da

SSWe [l V= (P 2 [0l 7 o v oy o) =0
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4.5. THERMODYNAMISCHES VARIATIONSVERFAHREN

4.5 Thermodynamisches Variationsverfahren

Variationsverfahren sind eine wirksame Methode, um N#herungslosungen fiir den Fall
zu konstruieren, dafl Storungstheorie nicht anwendbar ist. In der Quantenmechanik wird
das Ritz’sche Variationsverfahren fiir die Bestimmung des Grundzustands eines Systems
benutzt, das auf der Ungleichung fiir die Grundzustandsenergie Fy beruht:

(W H [¢) > Ey

Dabei ist |1) ein beliebiger, normierter Zustand. Man setzt einen Variationszustand

|%var; Ai)
an, der von Parametern \; abhéngt. Diese werden variiert, so dafl
(vars Ail H [thyars Ai) = E{\}
zum Minimum wird. Dann muf} gelten

O’E
ONON;

0
O\

E{\Y =0 ; E.W.( )>o,
wobei E.W.(A) die Eigenwerte der Matrix A bezeichnen soll. Fiir die statistische Physik
148t sich ein entsprechendes Variationsprinzip fiir die Freie Energie benutzen, das von
der Minimaleigenschaft von F' im Gleichgewicht ausgeht.

Die verallgemeinerte Freie Energie

~ A A

F(W)) = (E) — TS(]W]) = Tr {HW + k:TWan}

nimmt unter der Nebenbedingung Tr (W) = 1 ihren kleinsten Wert an, wenn W = W

Beweis:
F(W)) — F(T) = Tx {mef FETW In W — AWy — kTWk [— In Zy — %]}
:kTI&«{Wan—W[—an . kﬁT]}

:kTI&«{W[an—anKH

Mit den Eigenzustinden |p) von W und |n) von Wi ist

WK n
Wy

> = S Wl P (2 1) =0
pon ®

Tr{W[an - IDWK}} = _ZWM |(p|n)[* In
1,m

und damit
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4.6. KLASSISCHER GRENZFALL

Anwendung auf Systeme wechselwirkender Teilchen im &ufleren Potential U:
H = Hy+ U+ Hiy

Niherung des mittleren (selbstkonsistenten) Feldes (Molekularfeld): Wechselwirkung
H;,; wird ndherungsweise durch Einteilchenpotential beschrieben:

U+ Hpy — Ug=U+Usp; ﬁ—>ﬁeff
Damit ergibt sich die Ndherung fiir den Zustandsoperator
Wep = o (HotUu) /1T
Zsk

Usp wird so bestimmt, daB F({Wsp}) minimal wird:
F({Wep)) = Tt {ﬁV”VSF + ETWsr In WSF}
= —kTInZsp + Tr [[ﬁint — USF]WSF]

Notwendige Bedingung fiir Minimum:

A
=0
0Usr

(SF = —kTéIn Zgp + Tr (—(SUSFWSF) + Tr [[ﬁmt — USF] (SWSF] =0
Mit

. . 57, SU.
0Wsr = Wsr (‘ ZSSFF B k:;F>

und

—Heg /KT , _ ST
5ZSF - Tr (§] ( 5USF) 7
ZsF ZSF kT

ergibt sich das gegenseitige Wegheben der ersten Terme in §F. Der verbleibende Term
148t sich mit der Definition
(A)gp = Tr (AWsp)

als Bedingung fiir Usr schreiben,
(Hint — Usr ) (0UsE )gp = ((Hint — Usr) 0Usk )gp »

die fiir beliebige dUgp erfiillt sein mu$B.

4.6 Klassischer Grenzfall

Wenn die quantenmechanische Wellennatur der Teilchen eines betrachteten Systems un-
wichtig ist, d.h. wenn die thermische deBroglie-Wellenlénge kurz ist gegen alle charak-
teristischen Lingen des Systems,

Ar < mittlerer Teilchenabstand; Reichweite des Potentials;

ist eine rein klassische Beschreibung des Systems moglich (Ap = (27h%/mkT)'/?).
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4.6. KLASSISCHER GRENZFALL

Einzelnes Teilchen

Wir betrachten zunéchst ein Teilchen in einer Dimension, dessen Dynamik gegeben sei

durch den Hamiltonoperator
A2

A p R
H=-—
2m+V($)

Fiir die Auswertung der Zustandssumme ist die Vertauschbarkeit von kinetischer und
potentieller Energie im klassischen Grenzfall wesentlich:

[f—m,V(i)} - % [ﬁV/(:E) n V(i«)ﬁ] .
Mit

1aBt sich die rechte Seite abschéatzen als

52 2
T vw)~-i(L) v L (A
[(v@) =i wan g ()
wobei Ay ~ 27h/ (p); benutzt wurde. Daraus folgt daf fiir Ay /ag — 0 die Terme p?/2m
und V(z) vertauschen. Dann ist

. ~2
e~ H/KT — oy — (2& + V(:ﬁ))/kT

m

_ o—P?/2mkT ~V (&)/kT (i I O(/\—T)>

ag
und damit kann die Zustandssumme dargestellt werden als

Zp = Tr (efﬁ2/2kaer(£)/kT) ‘

Die Berechnung der Spur kann mit Hilfe der Impulseigenzustédnde

plpy=plp) 5 (o) =2rhé(p—p) , / ) (p| =1

2t P

und Ortseigenzustéinde

Tlz) =x|z) ; (z|l2') =b(xz —2') /dx lz) (x| =1

und der Wellenfunktion .
(zlp) = (plz)* = &P/

erfolgen. Bildung der Spur in der Basis der Impulseigenzustédnde

d . A
ZK:/% <p|e p2/2kae V(2)/kT ‘p>

und einschieben des Einheitsoperators [ dz |z) (x| ergibt

d 2 /9mkT  —
Zi = [ 3hdae P AT VW () (afp)
s ~———
=1
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4.6. KLASSISCHER GRENZFALL

und damit

dpdz _ g
T = (p,2) /KT
K /2777’1 ¢

mit der klassischen Hamiltonfunktion

Interpretation: Der klassische Zustandsraum ist der sog. Phasenraum der Variablen
x,p. Die Zustandssumme kann aufgefalit werden als Summe iiber alle Volumenelemente

der GréBe 277 mit dem Boltzmanngewicht e~ #/+T:
p

Ap Az = 2wh
Az

Zk = Ze (Bnon) /KT Ap (ZnsPn)

(Bohr-Sommerfeld-Quantisierung). Ersetzen der Summe durch ein Integral im Limes
h — 0 ergibt den oben abgeleiteten Ausdruck.

Nach Ausfiihren der Impulsintegration ergibt sich:
1 —V(z)/kT
Zig =— [ dee V@)
AT

mit

= ()

N identische Fermionen

Nun werden Systeme mit N identischen Fermionen in D = 3 Dimensionen mit dem
Hamiltonoperator

=320V )

betrachtet. Wir definieren zuerst als Basiszustiande im N-Teilchen-Hilbertraum die an-
tisymmetrisierten Impulseigenzusténde

‘ —

Pi---PN)p = \/—Z 1P 1) @ [pa) ® -+~ @ )

die orthonormiert und vollsténdig sind:

PP BN - BN p = 2rh)*Y 8(5 — BY) - 6N — D)

1 d3p1"'d3pN . . . . ~
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4.7. GLEICHVERTEILUNGSSATZ UND VIRIALSATZ

Bei der Definition des Einheitsoperators in Ortsdarstellung ist zu beachten, dafl Zustdnde
mit permutierten Koordinaten auf Grund der Symmetrieeigenshaften des Zustandsvek-
tors miteinander zu identifizieren sind. Bei unbeschrinkter Integration iiber die 7; gilt

also )
ﬁ/dgrl...dgr]v |771,...77N><771,..._’N |:

—>

wobei
‘771,...?7]\[> = ‘?71>®|?72>®...®‘77N> .

Damit 148t sich Zx analog zum Einteilchenfall schreiben als

dgpzd n _ 7 1 . oo L2
/H nh)? H({pi, l})/kTN! F<P1~'PN‘T1---7”N>

/H d pld TZ - {ﬁl?Fl})/kT 1
(2mh)3 N’

da 2 172 i 2
((ﬁl...ﬁNm...Fm( - (ﬁ) [N! + (N — 2)l Br—P2) (=72 +] —1

und Integrale iiber Phasenfaktoren von der Ordnung O(AT / ao) und damit vernachl&ssig-

bar sind.

Ausfiihren der Integrale gibt

N!

Zn — 1')\ 3N/d37ﬂ1md3rNeV(Fl...FN)/k;T '

Die hier betrachtete klassische Néherung gilt fiir viele Gase und Fliissigkeiten (auch
Festkorper bei nicht zu tiefen Temperaturen). Ausnahmen sind:

o fliissiges Helium
e spin-polarisierter Wasserstoff (fliissig)
o festes Ho, Helium, etc.

o Teilsysteme wie Elektronen und Phononen in Metallen, Phononen, etc.

4.7 Gleichverteilungssatz und Virialsatz

Gleichverteilungssatz

Aus der klassischen Zustandsfunktion in der kanonischen Gesamtheit folgt z.B. fiir ein
Teilchen in einer Dimension:

<p O0H (p,x) >

/ dpda: 8H —H/kT

dp onh ¥
dpda: _H
— T — /kT
K / 27Th
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4.7. GLEICHVERTEILUNGSSATZ UND VIRIALSATZ

Wobei im letzten Schritt eine partielle Integration beziiglich p durchgefiithrt wurde. Wenn
man nun noch in Betracht zieht, daB Z = [ Cgr—drfe’H/kT ist, dann gilt:

0H
— ) =kT
<p p >
Fiir die iibliche Impulsabhéngigkeit der Hamiltonfunktion
2
p
H=_—+V
5 TV (@)

folgt daraus )
35 ) = () = o) = 347

2\" Op 2m
Ebenso gilt
H
< 68—a:> = kT (sog. Virialsatz)
und damit speziell
2%
(75 ) =HT

Fiir harmonisches Potential V},(z) ~ 22 folgt
1

Es gilt der Gleichverteilungssatz:

Jeder Freiheitsgrad, der in der Hamiltonfunktion quadratisch vorkommt, liefert
einen Beitrag %kT zur inneren Energie.

Fiir ein einatomiges ideales Gas in D = 3 mit
N =2
p,
H = =L
— 2m
i=1
sind damit die Innere Energie und die Spezifische Warme gegeben durch

<E>:N;kT : CV:Ngk.

Fiir ein harmonisches Kristallgitter mit

ergeben sich die innere Energie und die Spezifische Wérme zu
(E) = N3kT , Cy = 3Nk (Dulong-Petit-Gesetz) .

Quanteneffekte verkleinern i.a. diese Beitrige (,,Einfrieren von Freiheitsgraden®).
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4.7. GLEICHVERTEILUNGSSATZ UND VIRIALSATZ

Virialsatz

Eine allgemeinere Form des Virialsatzes fiir wechselwirkende Systeme mit
H({pi,7i}) = Hyin + Hint + Hwand

und

i#]
148t sich ebenfalls ableiten. Hierbei ist i.a. aber der Beitrag des Wandpotentials zu
beriicksichtigen, das die Teilchen im gegebenen Volumen einschlief3t,

Hwana = Zw(ﬁ)

Die von den Teilchen auf die Wand ausgeiibten Krifte —V,w(7;) addieren sich zum
Druck P, den die Wand ausiibt. Es ergibt sich also fiir die Summe der Kréfte in einem
Volumenelement AV mit dem Fldchenelement df auf der Wand am Ort 7 folgende
Beziehung:

‘ df
3 V() = aPdf

1EAV

Damit erhalt man
> i V(i) = Pja{f. i df = P/ div# d®r = 3PV
i

Insgesamt ist also zunéchst

N
. 1 .
(3o Vel ) = (532 =) - V(i = 7)) ) + 3PV = 3NAT
i=1 i
Benutzt man nun (Hyy,) = SNkT ergibt sich aufgeldst nach PV der Virialsatz:
PV = g<Hkin> 1 7ij - Viu(i)

3 6 vy
i#]

wobei 7; — 7 = 73;. Dieser allgemeine Virialsatz ist auch fiir Quantensysteme giiltig.
Zum Beweis betrachtet man eine isotrope Volumenénderung des Systems, und fiihrt
dimensionslose Observable Z ein durch

F=L% mit V=1L3
Der Hamiltonoperator ist dann

ol - -
7
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4.8. QUANTENKORREKTUREN ZUR KLASSISCHEN STATISTIK

wobei benutzt wurde, dal Hywanqg unabhéngig vom Volumen ist. Differentiation nach V'
ergibt

OH LOH 2 1 -

— =——=—Hn+= 7 - ViHing .

oV 3 0L 3 kn+3;rr1 i41int
Bildet man davon den thermischen Mittelwert, so erhélt man den Virialsatz, denn
<9 ~=_p.

4.8 Quantenkorrekturen zur klassischen Statistik

Die Berechnung der Quantenkorrekturen kann in Analogie zur WKB-Ndiherung der

Quantenmechanik erfolgen. Dazu niitzen wir die formale Ahnlichkeit des Zeitentwick-

lungsoperators und des Boltzmannoperators e #/kT" aus (,imaginiire Zeit“ § = 1/kT).
Im Beispiel eines Teilchens in D = 1 ist zur Berechnung von Zx das Matrixelement

(pl e |z)
zu entwickeln nach Potenzen von %, wobei H = % + V(z) ist. Wir betrachten die
Differentialgleichung
0 h? a2
~o3 (ple™™|z) = (ple "7 H |z) = “omdre V()| (ple " |z)

die eine Art Schrodinger-Gleichung fiir imaginéire Zeiten 8 darstellt. Wir erinnern uns
an den Ansatz fiir die quasiklassische Niaherung der Wellenfunktion

o7 1) = e #50
und setzen an

(bl e~ |a) = ¢35

Daraus folgt die Differentialgleichung:
0S hrl ;05\2 N2 1 028
55~ 1 mas) V|- (5) e

Der Potenzreihenansatz

h hy2 hy\3
S:SO+TS1+<T) 524-(?) Sz + -
ergibt die Gleichungen
aSo
EE
89S, 1 10Sp\2 p?
_ = — — = — :H
93 2m(8x> TV=on Y
05, _ 1050051 _ p oV
98 m dxr dr  m Ox

0853 1 /051\2 1 05795, 1 0%28,
0—5:%(%) m 8z dr  2m Ox2
_ ﬂ_2[<8V)2+ <p2)82V] B 0%V

om L\ 9z m/) 0z2]  2m Oz2
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Diese kann man nun nach den jeweiligen 5; auflosen. Wenn man beachtet, dafl Sy un-
abhéngig von [ ist, folgt fiir dieses:

So = px da gilt }}jn% {p| e BH |z) = o—ipz/h

Fiir die anderen folgt daraus:

S, = HF mit S;(0)=0
1pov

Sy = 2
2 2m Ox b
B2 rrovNe  p*\ OV B? 0%V
S, = L [(ZL ) e
3 6m[(8m) +(m> 83:2} 4m Ox?
Fiir die Zustandssumme erhélt man damit (8 = 1/kT):
dpdx _
Z = pH
o = [ B e o) )
_ / dpdz e—% [5’0+%S1+(%)25’2+~~] eipa:/h
2rh

mit Sg = px folgt e~ w50 — o=1P2/h ynd somit kiirzt sich die Exponentialfunktion heraus
und {ibrig bleibt:

T = /dpdl‘ o [51+?52+(?)253+m]
2mh

Nun setzt man S; = Hf ein und erhélt mit g = 1/kT

2mh

Entwickeln der Exponentialfunktion ergibt:
. h 1
olf[Sa+ B Ss+] o1 _ T52 +h2(S5 — 53%) + .-
wobei zu beachten ist, daf (S2), = 0 da Sy ungerade in p.

Freie Energie

Mit obigen Uberlegungen zu Zy 1é8t sich die freie Energie schreiben als:
1
F=F— len(l +h2<53 _ 553>0 _|_)

wobei Fy die klassische freie Energie darstellt und (), den klassischen Mittelwert be-

zeichnet. Mit <p2> = mkT und <(?92T‘2/> = k%((%—Z)Q> ist

0= G A4 H()

=1 (er) ((B)) -

und
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Die erste Quantenkorrektur zur freien Energie ist damit gegeben durch

P po e () = ()

24m(kT)2 \\ oz /) /|~ "° " 48z \'ry ) kT

wobei in der letzten Gleichung folgende Definition fiir die Reichweite des Potentials

eingefithrt wurde.
Fiir ein Vielteilchensystem ergibt sich analog:

K2 N e 2
F=F+ 24m(k:T)2<Z(viV) )

i=1

Beitriige mit ungeraden Potenzen ab %% ergeben sich aber noch zusitzlich durch die
Identitét der Teilchen: ,, Austauschbeitrige. Wir werden spéter den fithrenden Beitrag
berechnen.

4.9 Klassische Zustandsfunktion

Die im vorletzten Abschnitt durchgefiihrte Grenzwertbildung &8t sich formal auch auf-
fassen als Limes i — 0 bei festem 7T, etc. . Damit 148t sich nun der Erwartungswert einer
Observablen X in einem beliebigen Zustand, charakterisiert durch den Zustandsoperator
W, darstellen.

e Fiir ein Teilchen ist

X=X@p.a) , W=W(pi).
Wir ordnen nun in X alle Impulsoperatoren p nach links, alle Z-Operatoren nach
rechts
X - X, =X[1+0(h)],
da die Korrekturen von der Kommutatorrelation [p,#] = —ih verursacht werden.

Fiir W withlen wir die umgekehrte Ordnung:
W = Wap[1+0(h)] .
Fiir den Mittelwert von X gilt also im Limes A — 0

() = T (X) = [ Ll K1) @l W o) = [ L X)W )

wobei X (p,z) dadurch entsteht, da} in X (p, &) die Operatoren p, & durch ihre
Eigenwerte ersetzt werden, usw., denn (p| X, |z) = X (p, ), etc. .
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4.9. KLASSISCHE ZUSTANDSFUNKTION

o Die Zustandsfunktion
W(p,x)

2mh
148t sich deuten als die Dichte der Punkte im Phasenraum fiir den gegebenen
Zustand. Dies ist gleich der relativen Hiufigkeit, mit der der Zustand (p,z) des
Systems in der betrachteten Gesamtheit auftritt. Mittelwerte sind damit definiert
als:

= w(p, )

() = [ dpdow(p,2) X (o)
e Fiir Systeme von N identischen Teilchen definiert man analog die Zustandsfunktion

_ W{pi}, {4}

w(ﬁla-"aﬁN;Flv"wFN)_ (27Th)3NN'

als relative Haufigkeit pro Volumenelement d3Vp d*Mz.

Esist auch hier niitzlich, verkiirzte Zustandsfunktionen einzufiihren. Die Boltzmann’sche
Verteilungsfunktion f (7, ¥) gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen mit Impuls
p am Ort 7 zu finden

N
f(p, &) = /d3di3Nx WP, PN T TN) Y65 — 5i)0(E — &)
=1

Im Gleichgewichtszustand der kanonischen Gesamtheit ist

pi }5 {2 L LR (T AR EAV 7S
WP AT) = o 7 ({9} L))/

und damit mit H = oy

1 2m
g d3ry exp [—V(F17F2, .. aFN)/kT]

3
F(p,7) = NApde ?"/(2mkT) J[dor
: f dgrldgrQ Ce d3'rN exp [_V/kT}

Und fiir ein Gas unabhingiger Teilchen mit H = >, (% oy u(r;)) folgt

2m

_ 3@ (F () /KT]

1. 2) T [ d*r exp[—u(7)/kT]

Die Teilchendichte bzw. Teilchenstromdichte ergibt sich aus
() = [@pr(57)
T
7 = [@Z 5.2,
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4.10 Zeitliche Entwicklung der klassischen Zustandsfunktion

Die zeitliche Entwicklung eines klassischen Systems wird durch die Newton’schen Bewe-
gungsgleichungen gegeben. Fiir die Beschreibung der Bewegung im Phasenraum ist die
Hamilton’sche Formulierung geeignet:

Fiir ein Teilchen in einer Dimension gilt

S22 . 9.y 9H
a’\" T Tar 0wt T ap

mit der Hamiltonfunktion H (p, z). Die zeitliche Entwicklung eines reinen Zustands, mit
Zustandsfunktion

w(p, x;to) = 6(p — po) 0(x — o)

(Teilchen am Ort zy mit Impuls py zur Zeit to) ist damit gegeben durch
w(p,z;t) = 5(p — p(t)) 5(1‘ — a:(t))
und erfiillt die Bewegungsgleichung

0 [ Op(t) o Ox(t) 0 .
atw(p’x’t)_[ ot op ot ax]w(”’x’t)

[0 0ROty
Loz Op Op Ox B, %
— (),

wobei die Poissonklammer eingefithrt wurde als

0A0B 0AOB
{4,B} = (a—p%‘a—xa—p)

Fiir ein System von N Teilchen in D = 3 Dimensionen gilt entsprechend

a . L
aw(pl...pN;rl...rN) = —{H,w}

wobei

(0} =3 [FpH o~ G- Ty

i=1
Zeitliche Bewegung im Phasenraum

Jedes klassische System kann durch einen Punkt im 6/N-dimensionalen Phasenraum dar-
gestellt werden.

Eine statistische Gesamtheit von Systemen wird durch die Punktdichte w({p;}, {7:})
im Phasenraum reprisentiert. Da die Zahl der Punkte (= Zahl der Kopien des Systems)
fest gegeben ist, gilt ein Erhaltungssatz:
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Die lokale Form dieses Erhaltungssatzes ergibt sich aus der Bewegungsgleichung fiir w:

%—1: + div (Vw) =0 Liouville

Hierfiir wurde die lokale Stromungsgeschwindigkeit im Phasenraum

V_(c‘)t ot ot 8t>
(=S H .. =V Hs Vs H . Sy H)

definiert. 7= Vuw ist die Punktstromdichte im Phasenraum. Die Liouville-Gleichung 148t
sich leicht beweisen:

Wegen div V =0 ist das »,Phasenraumgas“ inkompressibel und es gilt

d ow _
&w:E—F(V'grad)w:O,

d.h. die totale Zeitableitung von w verschwindet, die Phasenraumdichte bleibt entlang
einer Phasenraumtrajektorie konstant.
Die Bewegungsgleichung fiir die Boltzmann’sche Verteilungsfunktion

N
157 = [ T picPas o 1y w7
i=1

ergibt sich durch Multiplikation der Gleichung %w = —{H , w} mit

und Spurbildung;:
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und deren Ableitungen

m

6@.]{ b ; 6,:'Z.H = ﬁau(ﬁ) + 6@‘/ 2

erhilt man die Boltzmanngleichung

!

0 7 = R
el L Nfr FoVaf =1
8tf+m Vel + Vil

(13 = Vu im Grenzfall Dichte — 0, siehe unten) Dabei wurde benutzt, dafl ,,Oberflichen-
terme“ der Form

verschwinden und auflerdem

/(%'ﬁaw)gz—/<%'ﬁag)w= @‘(6779)10_)%‘61?.70

sowie

[ (Wz-w)@:—/; - (Vo)

2

—Fgf +8 [ 3 (F - F)o- st - rw

1

*IJrAF:‘@’pf

gilt. Der Beitrag I der rechten Seite verschwindet, wenn die Wechselwirkung V' gegen
null geht. In einfachen Fillen 148t sich I als ,,StoBiintegral“ darstellen, das die Anderung
der Verteilungsfunktion durch Stofle der Teilchen beschreibt. Fiir Zweierstofle gilt z.B.

P Py
I= [ ot d%; Qo 1 59) £ 0) (B 1) N
RN R N
P2 Pa
Im elementaren Stofprozef ist i.a. die Energie und auch der Impuls erhalten, so dafl
Q(p, p2; P, p5) = Q8(ep + €py — € — €1) 8 (F+ Pa — P — 15)

weiter gilt Q@ > 0 und Q(pp2; p1p'2) = Q(p2p; p'11'2) = Q(p'10'2, pp2)
Im Gleichgewichtszustand ohne duflere Felder ist

f@,7t) = flep)
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und damit mufl I = 0 sein. Daraus folgt
[Fep)F(epa) = Fle) F )] Blep + e — ey — )G+ o — 3 — 72)
= Fleg) () {exp[n f(e) +1n fleps) —In fleyy) = In fleyy)] — 1}
X O(ep + epy — Epy — Epg)5(ﬁ+172 —p1—P2)
20
ist erfiillt fiir

—(p—mi)?

Inf(ep) =a+bep,+c-p  dh. f(ep) = ce™ 2mrT

wobei b = —1/kT gesetzt wurde. Die Uberlegung zeigt, da I = 0 fiir eine groBere Klasse
von f’s gilt, ndmlich

Fep) = exp { | = (5= mid(F,6)? + (7, 0)| /KT (7 1)}

die ein sog. lokales Gleichgewicht charakterisieren.Hier ist @ die lokale Stromungsgeschwindigkeit.
Der Ubergang vom lokalen zum globalen Gleichgewicht erfolgt dann iiber Strémungs-
prozesse und nicht durch mikroskopische Sto3prozesse.

Eng verkniipft mit der Existenz von lokalen Gleichgewichtszustéinden sind die Erhal-
tungssdtze fir

Teilchendichte n(r) = / d*p f(p,7)
Impulsdichte g(r) = /d3pﬁf(ﬁ, ) = mf(f', t)
Energiedichte e(r) = /dgp e f(P,7)

Sie ergeben sich durch Multiplikation der Boltzmanngleichung mit (1, 7, €,) und Inte-
gration iiber p:

5o+ Ve [ a1+ [@pF Vs = @l

Wegen
F. /dgp ﬁﬁf(ﬁ, 7) =0 (aufgrund von f — 0 fiir [p] — o0)

und
/d?’pacplzo mit z, =1 oder p, oder ¢,

ergibt sich dann

0 -
an(f’) + V7 7(F) =0 Kontinuitétsgleichung

0 e -

Eg’(?) + V11 (¥) = Fn(7,t) Impulserhaltung
o . .
ae(?) +V-5=F-g/m Energieerhaltung
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Hierbei wurden definiert:
. . 3 PiDPj ./ o
Spannungstensor: I (7) = | d°p——=f(p,7)
m
Energiestromdichte: Je = / d3p £€pf (p,7) ;
m

Da das Stoflintegral ein komplizierter Integraloperator ist, der nicht exakt verarbeitet
werden kann, verwendet man oft die sog. Relaxationszeitndherung fiir das Stolintegral
I:

1=—2[f@mn - @]

Boltzmann verwendete seine berithmte Gleichung auch um zu zeigen, dafl die ,,Entro-
pie“, definiert als

H(t) = / Epdr (77 0) I s

niemals abnimmt, das sog. H-Theorem.

dt

_ /d PBr df l %—f]

= /d3pd SoB|: ?—f]

= /d3 /dgpd3p2 d3p1d p2 Q(ﬁﬁ 51/7172/)1 ff]}é/

_ /d3 /d3 - d¥pl, ]21;?2( f1f2 )f1f2
>1ﬂ(ff2/f1f2)

Jar [aenom) s > o

wobei die Positivitdt und Symmetrie von ) benutzt wurden.
Auch wurde [ d*pd®rL - 5[fIn %] = 0, etc. beniitzt.

(ff2— f115)

v

Bemerkung: Man kann zeigen, dal H = S im stoBdominierten (hydrodynamischen)
Bereich gilt.
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