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1. Die Wirkung (4+4+448=20 Punkte)

Betrachten Sie eine eindimensionale Bewegung mit dem festen Anfangs- und Endpunkt
1 = x(t1), ©o = x(t3). Bestimmen Sie die Bahnkurven und berechnen Sie die Wirkung
S(x1,t1; 9, t) und ihre Ableitungen 05/0xy, 0S/0t; in den drei Féllen:

(a) freies Teilchen der Masse m;
(b) ein Teilchen im Schwerefeld der Erde;

(c) harmonischer Oszillator (ein Teilchen im quadratischen Potential).

Betrachten Sie nun kleine Ablenkungen Az(#) (nicht mit einer infinitesimalen Variation
dz(t) zu verwechseln) von den genauen Bahnkurven, die Sie fiir die drei obengenannten
Félle bestimmt haben. Lassen Sie die Anfangsbedingungen fest: Axz(t;) = Ax(ty) = 0.

(d) Zeigen Sie fiir die Fille (a) und (b), dass die Wirkung auf der genaue Bahnkurven
das absolute Minimum hat, d.h. AS = S(z + Azx) — S(z) > 0 gilt.

5 Bonuspunkte: Fiir welche Zeiten to — t; besitzt AS fiir den Fall (c) ein absolutes
Minimum?
2. Prinzip der kleinsten Wirkung: Kugel im Schwerefeld  (3+4+3=10 Punkte)

Der schiefe Wurf einer Kugel der Masse m im Schwerefeld der Erde soll durch Variation
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung berechnet werden. Die Kugel bewegt sich in der
x-z-Ebene, die Schwerkraft zeigt in negative z-Richtung.

(a) Berechnen Sie die Wirkung fiir die Kugel mit dem Ansatz z(t) = z¢ + vt + at?
und z(t) = 2o + vt + bt

(b) Bestimmen Sie die Konstanten des Ansatzes so, dass S extremalisiert wird. Dabei
sind die Endpunkte der Bahn einzusetzen, z(0) = 2(0) =0, (T") = z,, 2(T) = 0.
Wie lautet die Bahn, die von der Kugel tatséchlich durchlaufen wird?

(c) Bestimmen Sie die Lagrangegleichungen und vergleichen Sie deren spezielle Losung
mit dem Ergebnis aus (b).

3. Prinzip der kleinsten Wirkung: Harmonischer Oszillator (10 Punkte)

Minimieren Sie die Wirkung fiir den harmonischen Oszillator (Masse m, Frequenz w,
Periode T' = 27 /w)

T/4
ST/4—/O dt L(z(t),#(t)),  2(0) =0, =(T/4)=1

mit dem Ansatz x(t) = a+ bt + ct? beziiglich der Parameter a, b und c. (Beriicksichtigen
Sie die oben gegebenen Randbedingungen!) Skizzieren Sie das so gewonnene z(t) und
vergleichen Sie es mit der exakten Losung des harmonischen Oszillators.



