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1. Eiskunstlédufer (10 Punkte)

Ein Eiskunstliufer dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit g)m
w = 27 /sec, wobei seine Hinde ausgestreckt sind. Wie schnell '
wird er sich drehen, wenn er die Hédnde an seinen Korper
anlegt?

Betrachten Sie den Korper des Kunstlaufers als einen homo-
genen Zylinder mit dem Radius # = 20cm und der Masse
M = 70kg, und die Arme als homogene (unendlich diinne)
Stiabe jeweils mit der Linge L 70cm und der Masse
m = 4.5kg (s. Abb. 1).
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2. Symmetrischer Kreisel mit konstantem Drehmoment (10 Punkte)

Auf einen symmetrischen Kreisel wirkt das konstante Drehmoment M = Myé.. Geben
Sie die Bewegungsgleichungen fiir die eulerschen Winkel an. Losen Sie die eulerschen
Gleichungen fiir die Anfangsbedingungen w(0) = 0 und é3(0) = ¢.. Geben Sie die
Zeitabhingigkeit der Eulerwinkel an.

Losung:
Symmetrischer Kreisel: O = Oy #£ O3,

Eulersche Gleichungen fiir den symmetrischen Kreisel:

Oqwy + (63 — 61)&/‘2&/‘3 = M. (A21)
1wy + (@1 — @3)&11&/3 = Ms, (A22)
Ouiy = M, (A2.3)

In diese Gleichungen setzen wir die eulerschen Winkel ein:

wy = @sindsiny + 0 cos),

Wy = @sinfsiny + p@ cosfsiny + pz, sin 6 cos v + 4 cos P — 91, sin v,
wy = @sinfcosy — 6 sin 1),

Wy = ¢sinfcost + ph coscos i — gibsinfsine — fsin i — 0 cos i),
wg = pceosh+ o

wg = @cosf — pfsind + .



Mit
€. =sinfsin €1 + sinf cos ) e9 + cosf éx

erhalten wir fiir M = Mgyé..
J[l - i‘[[]é: . é
M, Myé, - 69 = Mysinf cos ),
My = Mpe. - ¢

1 = My sin 0 sin i,

3 = My coso.
Bewegungsgleichungen fiir die eulerschen Winkel:
O (@ sinfsin ¢ + p@ cosfsiny + 5‘91“:; sin  cos ¥ + 6 cos ¥ — B4 sin ¢)
+(©3 — O1)($sinfcosty — fsin ) (pcost + zf:) = Mysinfsin,
O1(@sinb cost + ¢ cos B cos i — i sinfsin g — Bsin g — G cos )
+(O1 — O3)(psindsiny + 0 cos ) (pcost + 'L_;,’) = My sinf cos ),
Os(@cost — p0sinb + ) = My cos .
Zuriick zu Gln. (A2.1 — A2.2) mit Anfangsbedingungen w(0) = 0 und e3(0) =e..

Im raumfesten Koordinatensystem zyz gilt:

% =M = Myé. = L.= M, L,=1L,=0.
Im korperfesten Hauptachsensystem erhalten wir
L1 = Ouw = Myte., -1 = Mytsinfsin,
Lo = Oqwy = Myte. - 9 = Myt sin ) cos i,
Ls = Osws = Myte. - és = Myt cosf.
Es folgt daraus:
@sinfsinty + 6 cos P o= éft sin @ sin 1, (A2.4)
@sinf cos — fsin P = “ijot sin d cos ), (A2.5)
My

pcost + 1

o, tcost (A2.6)

und aus GL (A2.4)x cos ¢— Gl (A2.5)x sin ¢ § = 0.
Anfangsbedingungen w(0) = 0 und ¢3(0) =¢. = 0(0) =0 =

j\[()
Wy =we =0, wy= t
1 2 , 3 o,
und Vg2
Mot
0(t) =0, @(t) + () = po+ o+ o
203

z.B. erhilt man fiir die Anfangsbedingung #(0) = ¢, im Limes 6, — 0 die folgende
Losung fiir die Winkel ¢ und
Myt* o My(©) — 3)t?
wlt) = @ —_ Ww(t) = -
Pl =t g v =vt T8 e,

mit den beliebigen Winkel pp und .



3. Drehmoment senkrecht zum Drehimpuls (4+6=10 Punkte)

Auf einen starren Korper wirke ein Drehmoment der Form M = Mye. x L/|L|, wobei

L der Drehimpuls des Korpers und ¢. der Einheitsvektor des raumfesten Koordinaten-
system xyz sind.

(a) Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung dﬁ/dt = M m |Ij| = const = Ly und
L. = const fiithrt.

Losung:
Q_—‘;ﬁ = - . Z’
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(b) Schreiben Sie die Bewegungsgleichung in zyz-Koordinaten und finden Sie die Win-
kelgeschwindigkeit w der Prazession des Drehimpulsvektors L um die z-Achse.

Losung:
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4. Autotiir (10 Punkte)

Ein Automobil starte aus dem Stand mit konstanter Beschleunigung «. Eine der Au-
totiiren sei anfangs senkrecht zur Fahrtrichtung gedffnet. Die Tiir wird als eine ho-
mogene rechtwinklige Flache mit der Seitenlinge [ betrachtet. Sobald das Automobil
Geschwindigkeit gewinnt, wird die THir zuschlagen (die Scharniere der Tiir liegen vorn;
die Reibung in den Scharnieren ist vernachlissigbar). Berechnen Sie die zum Schlieffen
der Tiir notwendige Zeit ¢ fiir a = 1111/3@02 und [ = 1m.
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5. Bonusaufgabe: Prézession der Erdachse
(10+5=15 Bonuspunkte)

Wir benutzen nun die Ergebnisse von Aufgabe 3. um die Priizession der Erdachse ab-
zuschiitzen. Die Prizession wird durch die Drehmomente verursacht, die die Sonne und
der Mond ausiiben. Im Laufe der Zeit tibernehmen daher unterschiedliche Sterne die
Rolle des “Polarsterns” als Drehpunkt des Sternhimmels und Wegweiser nach Norden.

Der Schwerpunkt der Erde wird als Ursprung des Koordinatensystems gewédhlt. Der
Vektor dg zur Sonne liege in der zy-Ebene (Ekliptik-Ebene). Die Figurenachse (x3) der
Erde (Stid-Nord) ist um den Winkel ¢, = 23.5° gegeniiber der z-Achse geneigt. Das
Drehmoment der Gravitationskraft, die die Sonne auf die Erde ausiibt, ist durch

—

. de — 7
Mg = GMS/ Brp(F) Fx ——— (1)
v |dg — 7>

gegeben, wobei G — die Gravitationskonstante, Mg — die Sonnenmasse und p(77) — die
Dichte der Erde sind, und die Integration das Erdvolumen umfasst.

Fiir das vom Mond ausgeiibte Drehmoment ergibt sich dieselbe Formel mit entspre-
chender Substitution Mg — M, dg — dyy.

(a) Wihlen Sie das 1 z9z3-Koordinatensystem (Hauptachsen-System fiir die Erde) mit
x9-Achse senkrecht zur zzs-Ebene (é3 x ¢. = —sin#yéy). Finden Sie die Kompo-
nenten des Vektors dg in diesem System. Zeigen Sie, dass fiir das zeitgemittelte
(iiber eine Periode des Sonnenumlaufs) Drehmoment (Mg) gilt:

- 3GMg U .
(Mg) = 2525(05 — O) cos By (é3 x ¢é.)., (2)
2 |ds?
wobel ©; die Haupttrigheitsmomente der Erde bezeichnen; ©; = 0, # O4. Hier
ist natiirlich angenommen, dass |dg| > R mit Ry Radius der Erde.

Losung:
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(b) Das gesamte Drehmoment ist die Summe (M’S) + (ﬁ'M). Berechnen Sie mithilfe
der Aufgabe 3(b) die Prézessionsfrequenz der Erdachse x5 umn die Ekliptik-Achse
2. Benutzen Sie die folgenden Werte der Parameter: G = 6.7 - 1071 N - m? /ng.

lds| = 1.5+ 10" m, |dy| = 3.8-10%m, Mg = 2 103¥kg, My, = 7 - 102 kg,
(©3—04)/603 ~ 1/300 (Abplattung der Erde). Wie viele Jahre dauert ein Umlauf
der Erdachse?

Losung:

Das gesamte Drehmoment M = (ﬁs) + (ﬂ_fﬂ 1) ist senkrecht zum Drehimpuls (wie
in Aufgabe 3):

wobei L = Leg und

3G (Ms My
My=——| ==+ —5— | (O3 — O1) cosby.
0 5 (dé + d‘?u (O3 1) costh

— e = Mo
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Das Minuszeichen hier bedeutet, dass die Prizessionsbewegung gegenliufig zur
Drehung der Erde um sich selbst verlduft.
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