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1. Lagrange-Gleichungen erster Art: Doppel-Pendel (5 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 1 dargestellte Doppel-Pendel. Die Massen der Massenpunkte
sind m1 und msy und die Lingen der Seile sind /; und ly. Beide Massenpunkte bewegen
sich in 3 Dimensionen. Die Gravitationskraft wirkt parallel zur z-Achse. Stellen Sie die
Lagrange-Gleichungen erster Art fiir dieses Doppel-Pendel in kartesischen Koordinaten
auf.

Abbildung 1: Das Doppel-Pendel.

Losung:

Wir beschreiben die Massenpunkte durch die Koordinaten v} = {x, 41, 21} und 75 =
{29, ya, 20} Erst formulieren wir die Zwangsbedingungen A,=0,a =1,2.

Al(rm) = |n? = =ai+yi+ 2 —1§=0

Ao, 7o) = [Py = 7 ? =15 = (g — w0)* + (g1 — 42)* + (21 —22)* =15 =10

Auf beide Massen wirkt die Schwerkraft. Die Lagrange-Gleichungen erster Art lauten

my f'l = —mygc. + M Vi A7, 72) + A Vi Ao(77.75)
Moty = —magf. + M\ Vi, A1, ) + A Vi Ao(71, 75)

Das ergibt

myiy = 2 My + 2o (1) — x9)

mig = 2Ay1 + 2Xa(y — ¥2)

miZ = —myg + 2M1z1 + 2Xa(z1 — 29)
Moy = —2Xo(xy — 29)

malls = —2Xa(y1 — )

MaZy = —Mag — 2X9(21 — 22)



2. Lagrange-Gleichungen erster Art: Pendel mit verinderlicher Fadenlinge

(24+8+2+3+5=20 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 2 dargestellte mathematische Pendel der Masse m in der
x-z Ebene mit variabler Fadenldnge [(t).
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) — Abbildung 2: Pendel mit verdnderlicher
(1) gegeben Fadenldange [(1).

Losung:
(a) Benutzen Sie (x, z) als Koordinaten des Pendels und stellen Sie die Zwangsbedin-

gung auf.
Zwa,«,cfs beds wpeeng
2 4 -
Alv,et) = x2+2° -L°(t) =
(b) Bestimmen Sie die Zwangskraft und die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen

1. Art).
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(c) Wie lautet die Energieinderung dF/dt, die durch die zeitabhiingige Zwangshedin-
gung verursacht wird?
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(d) Wie &ndert sich die Zwangskraft mit der Position des Pendels, wenn die Fadenlinge

[ konstant (zeitunabhéngig) ist?
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(e) Welche Konsequenzen ergeben sich aus (¢) und (d) fiir ein Kind, das in einer Schau-
kel moglichst schnell nach oben kommen mochte?
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3. Lagrange-Gleichungen erster Art: Gleitender Massenpunkt
(3+8+4=15 Punkte)

Betrachten Sie einen Massenpunkt (Masse m), der reibungslos auf einer Kugel vom
Radius R gleitet (Abb. 3). Benutzen Sie ein Koordinatensystem mit Ursprung im Mit-
telpunkt der Kugel, und nehmen Sie an, dass der Massenpunkt in der -z Ebene hin-
abgleitet. Die Position des Massenpunkts werde durch den Vektor 7(t) gegeben, #(t)
sei dessen Winkel zur é&.-Richtung. Die Anfangsgeschwindigkeit des Massenpunktes sei
null, und der Anfangswinkel #y sei klein, aber ungleich Null.
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Abbildung 3: Massenpunkt auf einer
< Kugel.
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Losung:

(a) Finden Sie die Zwangsbedingung, die gilt, solange der Massenpunkt auf der Kugel
gleitet.

Die Zwangsbedingung lautet A(r) = Va2 + 22 — R = 0. Da die Zwangskraft senk-
recht zu der Oberfliiche A(7) = 0 sein muss, sehen wir dass Z = Aé,.

(b) Schreiben Sie die Lagrange-Gleichungen erster Art in Kugel-Koordinaten um.

Die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen erster Art) in kartesischen Koordinaten sind:
mr = —mge. + e, .
r=1I.

Wir wollen 7 in Kugel-Koordinaten (mit ¢ = 0) ausdriicken. Dann gilt 77 = ré,.,
7 =7rc +ré. und €, = fcosbé, —Osinfe. = Hey. Dies ergibt

— .

= re, +réey

Die zweite Ableitung ergibt
¥ = (7 — -7‘92) cr + (279 + 7’9)59

Nun konnen wir die Bewegungsgleichung auf ¢, und é; projezieren.
Die Projektion auf €, ergibt

m(i — ré?) = —mgcosf + A
Die Projektion auf &y ergibt

m(2i6 + 1) = mgsinf



Zusitzlich gilt die Zwangsbedingung » = R und daher » = 7 = 0. Dies ergibt

—mR§? = —mgcost 4+ X\, *)
mRH = mgsinf . (**)

Wir multiplizieren GIl. (**) mit 0 und integrieren. Das ergibt

(1/2)mRO* = —mg cos 8 + o
Die Konstante ¢ wird durch die Anfangsbedingungen gefunden. Da am Anfang
# = 0, haben wir ¢y = mg cos . Einsetzen in Gl. (* ) liefert
mRH> = —2mg(cos# — cosby) = mgcosf — A
und schliefilich

A
3cosf =2costly + —
my

Das ergibt # als Funktion von #y und A. Beachten Sie, dass die Zwangskraft A\ eine
zeitabhéingige Grosse ist.

(c) Finden Sie mittels der Lagrange-Gleichungen den Winkel 6., bei dem der Massen-
punkt die Kugel verlisst.

Ab dem Zeitpunkt, zu dem der Massenpunkt die Kugel verldsst, bewegt sich der
Massenpunkt frei. Deshalb wirkt auf den Massenpunkt keine Zwangskraft mehr.
Das bedeutet, dass dieser Zeitpunkt durch A = 0 bestimmt wird. Dann finden wir

3cosl. = 2cos by

Da 6y klein ist, gilt cosfy ~ 1 und cosf, a 2/3. Oder genauer: costy ~ 1 — 63/2
und cosf, ~ 2/3 — 6%/3.



