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1. Variationsrechnung mit Nebenbedingung (34-244+8+-5+8=30 Punkte)

Ein Seil der Linge L werde an zwei Punk-
ten (—d,0) und (d,0) (d.h. in gleicher Hohe

und mit Abstand 2d, s. Abb. 1) im Schwe- y

refeld aufgehéngt. Fiir die Liange des Seiles

gelte L > 2d. Nehmen Sie eine konstante -d 0 d
Massendichte p an. X
Gesucht wird die Kurve, die die Gleich-

gewichtslage des Seils beschreibt. Das Seil

stellt sich so ein, dass seine potentielle Ener- Abbildung 1: Das hiingende Seil.

gie minimal wird.

(a) Wir beschreiben die Lage des Seils durch eine Funktion y(r). Geben Sie die poten-
tielle Energie des Seils und seine Linge als Funktional von y(2:) an und formulieren
Sie das Variationsproblem mit Nebenbedingung.
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(b) Benutzen Sie die Methode der Lagrangemultiplikatoren und bilden Sie das Funk-

tional
d

Kly(r)] = [ e K {yl) /()

fiir das ein Minimum gesucht werden muss.

Hlgl= Joe (4T - alige ) = saT
| E saprcs- tethption,
K(y,4) = W (g—A)

(c) Geben Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Extremum dieses Funktionals an.
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(d) Verwenden Sie die Konstanz der Grofie
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Aus welcher Eigenschaft des Funktionals K folgt I = const? Sie erhalten damit
eine Differentialgleichung erster Ordnung der Form " = F(y), die durch Trennung
der Variablen gelost werden kann. Wie viele Konstanten enthélt die gefundene
Losung y(x)? Durch welche Bedingungen werden sie festgelegt?
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(e) Betrachten Sie die Krifte die auf ein kleines Teil des Seils wirken. Was muss fiir die
vektorielle Summe dieser Kriifte gelten? Leiten Sie daraus noch einmal die obige

Differenzialgleichung v = F(y) her.
f(x+dx)
0 (x+dx)

Wir betrachten ein kleines Teil des Seils
(s. Abbildung). Da das Teil sich nicht be-
wegt, ist die Summe aller Kréfte null. Die
Spannungskraft f (x) ist entlang des Seils

gerichtet. Die Projektionen auf e, und fx) e
auf €y ergeben Abbildung: Ein kleines Teil des Seiles.
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wobei pdl die Masse des Teils und dl die Linge des Teils sind. Von GI. (*) folgt,
dass

d | B () db ()
) o0} =0 = coslhe)] 1 = sinfo) F(0)

und f(x) cos[d(x)] = fi wobei fy eine Konstante ist. Dann setzen wir diese bezie-
hungen in Gl. (**) ein. Das ergibt
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Wir fithren nun #(x) = tanf ein. Dann gilt

dt [)g\/— f dt , (pg )
1+ = — = —r+const = t(z)=sinh | =z +cy ),
dr fo V1+t2 fo () fo 0

wobei ¢q eine Konstante ist. Wir beobachten, dass tan ¢ = dy/dx = /. Integration
ergibt
ylr) = fo cosh (ﬂgr + CQ) + Yo
rg fo
wobei yp eine weitere Konstante ist. Es folgt

2
cosh (T + 0) = @(y — o) = sinh (pgT + ('0) = [pg‘(y—yo)] _1
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Somit erhalten wir
Py ’
Y = tr) = [fo(-y - n] 1= F(y)

von Aufgabe 1d. mit
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(f) Betrachten Sie nun die Situation, dass ein Massenpunkt mit Masse M, stationir an
das Seil befestigt wird. Die Linge des Seilstiickes vom Punkt (—d,0) zur Position

der Masse sei ly. Finden Sie die Kurve y(x), die die Gleichgewichtslage des Seils
beschreibt.

Wir gehen davon aus, dass die Position des befestigten Massenpunktes ( Xy, Yp)
(mit unbekannter Koordinate X)) ist. Wir betrachten nun das Teil des Seils um

den Massenpunkt, Xg — 0 < o < Xy + 4, mit 6 — 0. Die Projektionen der
Spannungskraft auf &, und auf ¢, ergeben

f(Xo+0)cos[0(Xg +8)] = f(Xo—d)cos[0(Xy—d)],

f(XO =+ 5) 8111[9(X0 —+ 6)] — f(XQ — 6) SHl[g(XQ — (3)] = (Ms[féﬁ&o)] —+ Jlr()g — J[og

Wir bezeichnen fr = f(Xo+9), fro = [(Xo—09), 0p=0(Xo+9), 0 =0(Xy—9)
und schreiben

frcosfr = frcosfp = fo. frsinfp — frsinfy = Myg.
mit einer unbekannten Konstante fy. Es folgt:
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Wir bezeichnen
H—d <ax < Xy)=tr(x), yl—d<z<Xy)=yplr),

H XNy <ax<d) =tg(r), ylXo<z<d) =yg(x).

Die Funktionen t;(x), tg(x), yr(z), yr(x) erfiillen die Gleichungen aus Aufgabe
le mit unbekannten Konstanten cy. cr, yr und yg:

t; () = sinh (pgT + (',L> . tgr(x) = sinh (ﬂgr + cR) ,
fo fo

yr(r) = }]:;cosh (,r;ng + CfL) +uyr. yrlx)= ;:;cosh (f;cgr + c:R) + yr.
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Die Konstanten yr und y; werden durch die Randbedingungen bestimmt:
. . fo ‘ Pq )
yp(—d) =0 = yp = ——cosh | ——=d+¢p |,
Py fo

yp(d) =0 = yp = —/‘]:—; cosh (%(M— (:R) .

Deshalb haben wir vier unbekannten Variablen (X, fo. ¢p und cg) sowie vier
Nebenbedingungen:
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2. Bewegungsgleichung mit zeitabhingigen Masse (10 Punkte)

Welche Bewegungsgleichung ergibt sich aus der Lagrangefunktion

t t
[ mQ( >i?2 B mQ( )ngQ
mit der zeitabhiingigen Masse m(t) = mpe?M? Die Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0
seien x(0) = 0, #(0) = vg. Diskutieren Sie die Losung der Bewegungsgleichung fiir die
Fille: (a) |A| < wp. (b) |A] = wo und (¢) |A] > wp.
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