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Wiederholung: 
Fundamentales Postulat der 

klassischen statistischen Mechanik
(mikrokanonisches Ensemble)

ρ(x)eq = 1
Σ(E)dE für E < H(x) < E + dE

ρ(x)eq = 0 sonst

ŌE =
1

Σ(E)dE

�

E<H<E+dE

dx O(x)

Mittelwert einer physikalischen Größe

Stationäre Lösung der Liouville-Gleichung 

i
∂

∂t
ρ(H(x)) = 0

Mikrokanonisches Ensemble 

i
∂

∂t
ρ = −i{H, ρ}
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Wiederholung:
Fundamentales Postulat in der Quantenstatistik

Mikrokanonisches Ensemble

i� ∂

∂t
ρ = [H, ρ] stationäre Lösung ρ

st = ρ(H)

H|Ψn� = En |Ψn�

Wn = ρnn = const. für E < En < E + dE

Wn = ρnn = 0 sonst

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn|
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Klassischer Grenzfall:
Korrespondenz zwischen dem klassischen 

Phasenraum und dem Hilbert-Raum

Lx, Ly, LzKasten

Zustände (px, py, pz) =
�

2π�
Lx

nx,
2π�
Ly

ny,
2π�
Lz

nz

�

�

nx,ny,nz

→ LxLyLz

� dpxdpydpz

2π� →
�

dpxdpydpzdqxdqydqz

2π�

Für N Teilchen
�

Zust.

→ 1
N !

�
d3Np d3Nq

(2π�)3N

1
N !

Ununterscheidbarkeit
Gibbs-Paradoxon
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Entropie

S ≡ −kBTr(ρ ln ρ) = −kB�ln ρ�

S ≡ −kB

�
dx ρ(x) ln ρ(x)

Quantenmechanisch

Klassisch

kB = 1, 38 · 10−23 J
K
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Eigenschaften von 
Entropie

S ≡ −kBTr(ρ ln ρ)

In Diagonalbasis

S ≡ −kB

�

µ

Wµ lnWµ ρ ≡
�

µ

Wµ|µ��µ|

invariant unter Basistransformationen

In einem reinen Zustand

S = 0ρ2 = ρ
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Eigenschaften von 
Entropie

S ≡ −kBTr(ρ ln ρ)

Wenn von Neumann-Gleichung (Liouville-Gleichung) gilt

i� ∂

∂t
ρ = [H, ρ]

i
∂

∂t
ρ = −i{H, ρ}

Für abgeschlossene 
Systeme ist Entropie 

konstant

Relaxation !?!

S = const.
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Eigenschaften von 
Entropie

Extensiv = Additiv

x = (xA, xB) ρ(x) = ρA(xA)ρB(xB)

SA+B ≡ −kB

�
dx ρ(x) ln ρ(x)

= −kB

�
dxAdxB ρA(xA)ρB(xB) [ln ρA(xA) + ln ρB(xB)]

= SA + SB

Klassisch unabhängige Teilsysteme !!!
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Eigenschaften von 
Entropie

Extensiv = Additiv
Quantenmechanisch

|Ψ� = |ΨA�|ΨB� ρ = ρA ⊗ ρB

unabhängige Teilsysteme !!!

Wµ,ν = WA
µ WB

ν

SA+B ≡ −kB

�

µ,ν

Wµ,ν lnWµ,ν

= −kB

�

µ,ν

WA
µ WB

ν

�
lnWA

µ + lnWB
ν

�
= SA + SB
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Eigenschaften von 
Entropie

Entropie - Maß für die Unbestimmtheit

ρ ≡
�

µ

Wµ|µ��µ| , 0 ≤ Wµ ≤ 1

Entropie ist maximal für volle Unbestimmtheit

S = −kB

�

µ

Wµ lnWµ ≥ 0

SL = −kB

�

µ

Wµ lnWµ − λ

�
�

µ

Wµ − 1

�

�

µ

Wµ = 1

∂SL

∂Wµ
= −kB(lnWµ − 1)− λ = 0

Nebenbedingung, Methode von Lagrange

Wµ = const.

Thursday, April 28, 2011



Mikrokanonische Gesamtheit

ρ(x)eq = 1
Σ(E)dE für E < H(x) < E + dE

ρ(x)eq = 0 sonst

Wn = ρnn = 0 sonst

Quantenmechanisch

Klassisch

Volle Unbestimmtheit unter Bedingung E < En < E + dE

Volle Unbestimmtheit unter Bedingung E < H(x) < E + dE

S ≡ −kB

�
dx ρ(x) ln ρ(x) = kB ln [Σ(E)dE]

Wn = ρnn = 1
dN(E) für E < En < E + dE dN(E) - Zahl der Zustände

im Energiefenster
[E,E + dE]

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn|

S ≡ −kB

�

n

Wn lnWn = kB ln [dN(E)]
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Näherung für große Systeme

Quantenmechanisch

Klassisch

S = kB ln [Σ(E)dE] ≈ kB ln [Ω(E)]

S = kB ln [dN(E)] ≈ kB ln [N(E)]

N(E) - Zahl der Zustände
im Energiefenster
[0, E]

dN(E) - Zahl der Zustände
im Energiefenster
[E,E + dE]

Ω(E) =
�

dxθ(E −H(x))

Σ(E) =
dΩ(E)

dE
=

�
dxδ(E −H(x))

Zustandsdichte wächst sehr stark mit Energie

Ω(E) ∝ E
aN

a = O(1)
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Mikrokanonische Gesamtheit: 
Thermodynamik 

Ω(E) =
�

dxθ(E −H(x))S(E, V, N) = kB ln [Ω(E, V, N)]

U ≡ E innere Energie

S = S(U, V, N)

1
T

=
∂S

∂U

���
V,N

P

T
=

∂S

∂V

���
U,N

µ

T
= − ∂S

∂N

���
U,V

Thursday, April 28, 2011



Beispiel: ideales klassisches Gas

Ω(E) =
�

dxθ(E −H(x))S = kB ln [Ω(E)]

H =
N�

i=1

p2
i

2m

Ω(E) =
V N

N !

�
d3Np

(2π�)3N
θ

�
E −

N�

i=N

p2
i

2m

�

1
N !

Ununterscheidbarkeit
Gibbs-Paradoxon
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Beispiel: ideales klassisches Gas

Ω(E) =
V N

N !

�
d3Np

(2π�)3N
θ

�
E −

N�

i=N

p2
i

2m

�

VN (R) =
π

N
2 RN

Γ
�

N
2 + 1

� Volumen einer N-dim. Kugel mit Radius R

Γ(z) ≡
∞�

0

tz−1 e−t dt Γ(1) = 1 Γ
�

1
2

�
=
√

πΓ(z + 1) = zΓ(z)

Ω(E) =
V N

N !
1

(2π�)3N
V3N

�√
2mE

�

=
V N

N !
1

Γ
�

3N
2 + 1

�
�

mE

2π�2

� 3N
2
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Beispiel: ideales klassisches Gas

Ω(E) =
V N

N !
1

Γ
�

3N
2 + 1

�
�

mE

2π�2

� 3N
2

Stirling-Formel N ! ≈ 2π
√

N

�
N

e

�N

∼
�

N

e

�N

Γ
�

3N

2
+ 1

�
∼

�
3N

2

�
! ∼

�
3N

2e

� 3N
2

S = kB ln [Ω(E)] = kBN ln

�
V

N
e

5
2

�
mE

3π�2N

� 3
2
�
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Beispiel: ideales klassisches Gas

U ≡ E innere Energie S = S(U, V, N)

1
T

=
∂S

∂U

���
V,N

P

T
=

∂S

∂V

���
U,N

µ

T
= − ∂S

∂N

���
U,V

U =
3
2
NkBT

PV = NkBT

S = kB ln [Ω(E)] = kBN ln

�
V

N
e

5
2

�
mE

3π�2N

� 3
2
�

µ = −kBT ln

�
V

N

�
mU

3π�2N

� 3
2
�

= −kBT ln

�
V

N

�
mkBT

2π�2

� 3
2
�
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Beispiel: ideales klassisches Gas

U ≡ E innere Energie

1
T

=
∂S

∂U

���
V,N

U =
3
2
NkBT

S = kB ln [Ω(E)] = kBN ln

�
V

N
e

5
2

�
mE

3π�2N

� 3
2
�

CV =
3
2
NkB

Nach dem 3. Hauptsatz soll CV → 0 für T → 0

Versagen der klassischen Physik

CV = T

�
∂S

∂T

�

V

δQ = CdT = TdS
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