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Mikrokanonische Gesamtheit

Wn = ρnn = 0 sonst

Quantenmechanisch

Volle Unbestimmtheit unter Bedingung E < En < E + dE

Wn = ρnn = 1
dN(E) für E < En < E + dE dN(E) - Zahl der Zustände

im Energiefenster
[E,E + dE]

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn|

S ≡ −kB

�

n

Wn lnWn = kB ln [dN(E)]
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Kanonische Gesamtheit

Die kanonische Gesamtheit beschreibt Systeme, die 
an ein Wärmebad fester Temperatur T gekoppelt sind.

Das Wärmebad bestimmt den Mittelwert der Energie, 
außerdem ist V = const und N = const.

Bad

System
δQ

�E� = U = const.
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Kanonische Gesamtheit

Nebenbedingung, Methode von Lagrange

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn| H|Ψn� = En |Ψn�

S ≡ −kB

�

n

Wn lnWn

U = �E� = Tr(ρH) =
�

n

WnEn

Wn = const. · e−
αEn
kB

�

n

Wn = 1

Maximale Unbestimmtheit unter Bedingung �E� = U

SL = −kB

�

n

Wn lnWn − λ

�
�

n

Wn − 1

�
− α

�
�

n

WnEn − U

�

∂SL

∂Wn
= −kB(lnWn + 1)− λ− αEn = 0
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Kanonische Gesamtheit

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn|
H|Ψn� = En |Ψn�

Wn = const. · e−
αEn
kB =

1
Z

e−βEn

�

n

Wn = 1

U =
�

n

WnEn

S ≡ −kB

�

n

Wn lnWn

Z - Zustandssumme (Engl.: partition function)

Maximale Unbestimmtheit unter Bedingung �E� = U

Z(β, V, N) =
�

n

e−βEn

U(β, V, N) =
1
Z

�

n

Ene−βEn

S(β, V, N) = kBβU + kB lnZ
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Kanonische Gesamtheit

U =
1
Z

�

n

Ene−βEn

Z =
�

n

e−βEn

S = kBβU + kB lnZ

Wn =
1
Z

e−βEn

U = − ∂

∂β
lnZ

�
∂S

∂U

�

V,N

= kBβ + kBU
∂β

∂U
+ kB

∂ lnZ

∂β

∂β

∂U
= kBβ =

1
T

U = U(β)
β = β(U)
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Kanonische Gesamtheit

S = kBβU + kB lnZ

Wn =
1
Z

e−βEn kBβ =
1
T

β =
1

kBT

Z(T, V,N) =
�

n

e−βEn

F (T, V,N) = U − TS = −kBT lnZ
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Kanonische Gesamtheit
alternative Herleitung

Bad
System

δQ Das Gesamtsystem (System + Bad)
ist mikrokanonisch

E = ES + EB

ES � EB

Wn,m = 1
dN(E) für E < ES

n + EB
m < E + dE, sonst 0

Wn =
�

m

Wn,m =
dNB(E − En)

dN(E)

kB lnWn = kB ln
�
dNB(E − En)

�
− kB [dN(E)]

= SB(E − En)− S = SB(E)− En
∂SB(E)

∂E
− S = const.− En

T
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Kanonische Gesamtheit: Energie Schwankungen

Wn =
1
Z

e−βEn
Z =

�

n

e−βEn

U = �E� =
1
Z

�

n

Ene−βEn = − ∂

∂β
lnZ

∂U

∂β
= − 1

Z2

∂Z

∂β

�

n

Ene−βEn − 1
Z

�

n

E2
ne−βEn = �E�2 − �E2�

�E2� − �E�2 = (∆E)2 = −∂U

∂β
= kBT 2 ∂U

∂T
= kBT 2CV

Da CV ∝ N und U ∝ N erhalten wir ∆E
�E� ∝

1√
N
→ 0

Mikrokanonische und kanonische 
Gesamtheit sind äquivalent
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Kanonische Gesamtheit: Thermodynamik

F (T, V,N) = −kBT lnZ

Z(T, V,N) =
�

n

e−βEn

S = −∂F

∂T

���
V,N

P = −∂F

∂V

���
T,N

µ =
∂F

∂N

���
T,V

u.s.w.
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Großkanonische Gesamtheit

Die großkanonische Gesamtheit beschreibt Systeme, 
die sowohl die Wärme als auch Teilchen mit dem Bad 
austauschen. 

Das Wärmebad bestimmt den Mittelwert der Energie 
und der Zahl der Teilchen, außerdem ist V = const. 

Bad

System

�E� = U = const.

δQ

�N� = N = const.

dN
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Großkanonische Gesamtheit

Nebenbedingung, Methode von Lagrange

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn| H|Ψn� = En |Ψn�

S ≡ −kB

�

n

Wn lnWn

�

n

Wn = 1

Maximale Unbestimmtheit unter Bedingungen �E� = U und �N� = N

SL = −kB

�

n

Wn lnWn − λ

�
�

n

Wn − 1

�
− α

�
�

n

WnEn − U

�
− γ

�
�

n

WnNn −N

�

Wn = const. · e−
αEn+γNn

kB

N̂ |Ψn� = Nn |Ψn�

[H, N̂ ] = 0
wir nehmen an, dass

∂SL

∂Wn
= −kB(lnWn + 1)− λ− αEn − γNn = 0
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Großkanonische Gesamtheit

ρ ≡
�

n

Wn|Ψn��Ψn| H|Ψn� = En |Ψn�

�

n

Wn = 1

U =
�

n

WnEn

Maximale Unbestimmtheit unter Bedingungen �E� = U und �N� = N

Wn = const. · e−
αEn+γNn

kB =
1

ZG
e−β(En−µNn)

ZG(β, V, µ) =
�

n

e−β(En−µNn)

N =
�

n

WnNn

ZG - großkanonische Zustandssumme

U(β, V, µ) =
1

ZG

�

n

Ene−β(En−µNn)

N(β, V, µ) =
1

ZG

�

n

Nne−β(En−µNn)

N̂ |Ψn� = Nn |Ψn�
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Großkanonische Gesamtheit

S ≡ −kB

�

n

Wn lnWn

Maximale Unbestimmtheit unter Bedingungen �E� = U und �N� = N

S(β, V, µ) = kBβ(U − µN) + kB lnZG

U = U(β, µ)
N = N(β, µ)

β = β(U, N)
µ = µ(U, N)

�
∂S

∂U

�

V,N

= kBβ + kB(U − µN)
∂β

∂U
− kBβN

∂µ

∂U
+ kB

∂ lnZG

∂β

∂β

∂U
+ kB

∂ lnZG

∂µ

∂µ

∂U
= kBβ =

1
T

�
∂S

∂N

�

U,V

= −kBβµ + kB(U − µN)
∂β

∂N
− kBβN

∂µ

∂N
+ kB

∂ lnZG

∂β

∂β

∂N
+ kB

∂ lnZG

∂µ

∂µ

∂N
= −kBβµ = −µ

T

Wn =
1

ZG
e−β(En−µNn)

ZG(β, V, µ) =
�

n

e−β(En−µNn)

U(β, V, µ) =
1

ZG

�

n

Ene−β(En−µNn) N(β, V, µ) =
1

ZG

�

n

Nne−β(En−µNn)
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Großkanonische Gesamtheit
Maximale Unbestimmtheit unter Bedingungen �E� = U und �N� = N

S(β, V, µ) = kBβ(U − µN) + kB lnZG

Wn =
1

ZG
e−β(En−µNn)

ZG(β, V, µ) =
�

n

e−β(En−µNn)

U(β, V, µ) =
1

ZG

�

n

Ene−β(En−µNn) N(β, V, µ) =
1

ZG

�

n

Nne−β(En−µNn)

Ω(T, V, µ) = U − TS − µN = −kBT lnZG
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Großkanonische Gesamtheit
alternative Herleitung

Bad
System

δQ Das Gesamtsystem (System + Bad)
ist mikrokanonisch

E = ES + EB

ES � EBdN

N = NS + NB

NS � NB

Wn,m = 1
∆N(E) für E < ES

n + EB
m < E + dE, sonst 0

Wn =
�

m

Wn,m =
∆NB(E − En, N −Nn)

∆N(E)

kB lnWn = kB ln
�
∆NB(E − En, N −Nn)

�
− kB [∆N(E)]

= SB(E − En, N −Nn)− S = SB(E,N)− En
∂SB(E)

∂E
−Nn

∂SB(E,N)
∂N

− S

= const.− En − µNn

T

∆N(E) - Zahl der Zustände
im Energiefenster
[E,E + dE]
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Großkanonische Gesamtheit: 
Energie- und Teilchenzahl-Schwankungen

Mikrokanonische, kanonische und großkanonische 
Gesamtheit sind äquivalent

∆E

�E� ∝
1√
N
→ 0

∆N

�N� ∝
1√
N
→ 0

Übung
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Großkanonische Gesamtheit: Thermodynamik

u.s.w.

Ω(T, V, µ) = −kBT lnZG

S = −∂Ω
∂T

���
V,µ

P = − ∂Ω
∂V

���
T,µ

N = −∂Ω
∂µ

���
T,V

ZG(T, V, µ) =
�

n

e−β(En−µNn) =
�

N

eβµN
�

j

e−βEj(N) =
�

N

zNZ(N)

z ≡ eβµ Fugazität
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Zusammenfassung

Ω(T, V, µ) = −kBT lnZG

−S(U, V, N) = −kBT lnZm

F (T, V,N) = −kBT lnZK ZK ≡ Z =
�

n

e−βEn

ZG =
�

n

e−β(En−µNn)

Zm ≡ dN(E = U)

=
�

E<En<E+dE

1

mikrokanonisch

kanonisch

großkanonisch
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