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Spin-Modelle mit Wechselwirkung

Lokalisierte magnetische Momente werden durch Spin-
Operatoren beschrieben: Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz)t

Spin-Algebra:
[

Ŝα , Ŝβ
]

= i ! εαβγ Ŝγ

nützlich:  Leiter-Operatoren Ŝ
±

= Ŝ
x
± iŜ

y

lokaler Hilbert-Raum besteht aus              Zuständen(2s + 1) |s, sz〉

−s ≤ sz ≤ sŜz |s, sz〉 = !sz |s, sz〉
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Spin-Modelle mit Wechselwirkung

Spinoperatoren lassen sich durch Matrizen darstellen:

Spin 1/2:  “Pauli-Matrizen” Ŝ =
!
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Spin 1 - Matrizen
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Spin-Modelle mit Wechselwirkung

magnetisches Moment der Spins: µ = γS

γ =
ge

2mc
gyromagnetisches Verhältnis

angelegtes Magnetfeld führt zum Energiebeitrag

H = −γ B · Ŝ (Zeeman-Energie)

Wechselwirkungen zwischen den Spins

(a) Dipol-Dipol-Wechselwirkung  ∼ 10
−6

eV

(b) Austausch-Wechselwirkung             einige  eV
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Die Austauschwechselwirkung

2 Fermionen mit Spin 1/2:
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Dieses Integral ist wegen der Coulomb-Abstoßung      0

und heißt  Austauschintegral 

!=

J =
1

2

(

ES − ET

)

! eff.Hamilton-Operator:
⇒ Hab = −2J Sa · SbĤ =

1

4

(

ES + 3ET

)

−

(

ES − ET

)

Sa · Sb



Andere Wärmekapazitäten:                          (siehe Blatt 2, Aufg.3)

N Spins auf einem beliebigen Gitter:

Heisenberg Modell

HHeisenberg = −
∑

i,j

Jij Si · Sj − γB
∑

i

Si

• J > 0 :  Parallele Ausrichtung favorisiert = Ferromagnetismus

• J < 0 :  Antiparallele Ausrichtung favorisiert = Antiferromagnetismus
=>  Frustration möglich !!!

• Jij fällt schnell ab mit dem Abstand |i − j|

Verallgemeinerung:

HXYZ =

∑

i,j

(

JxS
x
i S

y
j + JyS

y
i S

y
j + JzS

z
i S

z
j

)

(a) XY Modell:
(b) Ising Modell:

Jx = Jy = J , Jz = 0

Jx = Jy = 0 , Jz = J
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Ising Modell in einer Dimension

H = −J
∑

i

σiσi+1 − γB
∑

i

σi

g =

J

kT

h =

γB

kT

kanonische Zustandssumme:

ZN (T,B) =
−1∑

σ1

. . .

−1∑

σN

e−βHN =
−1∑

σi=1

N∏

i=1

e gσiσi+1+ 1
2
h(σi+σi+1)

︸ ︷︷ ︸

=T (σi,σi+1)

mit der Transfermatrix T (σ,σ′) =

(

eg+h e−g

e−g eg−h

)

, (σ = ±1)

ZN (T,B) = λN

1 + λN

2 = λN

1

(

1 + O(e−N )
) N→∞

−→ λN

1

exakte 
Lösung:

mit den Eigenwerten      der Transfermatrixλi



Ising Modell in einer Dimension g =

J

kTh =

γB

kT

Wir betrachten den thermodyn. Limes:

Freie Energie: F (T,B,N) = −kTN lnλ1

Magnetisierung: M(T,B,N) = Nγ
sinh (h)

sinh (h)2 + e−4g
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1
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h

−2g
e

M/Nµo

Abbildung 5.7: Magnetisierung des 1D-Ising-Modells

Für jedes endliche T ist M(B → 0) Null, damit gibt es keine spontan geordnete Phase bei end-
licher Temperatur im eindimensionalen Ising-Modell ! ( Für T = 0 existiert spontane Ordnung,
d.h. die Grenzwerte T → 0 und B → 0 kommutieren nicht. )

Die Suszeptibilität ist

χ(T ) =
∂M

∂B

∣∣∣∣
B=0

=
Nµ2

0

kT
e

2g
kT .

T

1/ (T)!

J/k

Abbildung 5.8: Inverse Suszeptibilität des 1D- Ising-Modells

Es ist interessant, Spin-Korrelationsfunktionen zu betrachten:

〈σi σj 〉 =
1

ZK

∑

{σi}

σi σj e−
H
kT

1und |J | > γB/4

M/Nγ

h

Für endliches T gibt 
es keine spontan 
geordnete Phase im
1D-Ising Modell !!!

Für T=0 existiert 
spontane Ordnung!!!



Ising Modell in einer Dimension g =

J

kTh =

γB

kT

Suszeptibilität: χ(T,B = 0, N) =
∂M

∂B

∣

∣

∣

∣

∣

B=0

=
Nγ2

kT
e2g
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Abbildung 5.8: Inverse Suszeptibilität des 1D- Ising-Modells

Es ist interessant, Spin-Korrelationsfunktionen zu betrachten:

〈σi σj 〉 =
1

ZK

∑

{σi}

σi σj e−
H
kT

1und |J | > γB/4

(inverse Suszeptibilität)

hohe T: χ ≈

α

T

(

1 +
2J

kT
+ . . .

)

=
α

T
+ . . . “Curie-Weiss”



Ausblick: Heisenberg Modell

Annahme: klassischer Neel-Zustand ist Grundzustand

HHeisenberg = −J
∑

i,j

Si · Sj

Si · Sj = S
x
i S

x
j + S

y
i S

j
j + S

z
i S

z
j =

1

2

(

S
+

i S
−

j + S
−

i S
+

j

)

+ S
z
i S

z
j

Si · Sj |↑i↓j〉 =
1

2
|↓i↑j〉 −

1

4
|↑i↓j〉

Si · Sj |↑i↑j〉 =
1

4
|↑i↑j〉 “Ferromagnet” ist GZ

klassischer Neel-Zustand ist 
nicht einmal Eigenzustand

J > 0 :

J < 0 :

Grundzustand ist nicht-trivialer Quantenzustand !!!

|Néel〉 = |↑↓↑↓〉


