Bose-Gas mit schwacher Wechselwirkung

Wir betrachten ein Gas aus N Bosonen in einem Volumen V' mit periodischen Randbedingungen. Die Teilchen
unterliegen einer repulsiven, kurzreichweitigen Paarwechselwirkung U(r) > 0 mit U(q) = fv d3re~ar{(r), der
Hamilton-Operator lautet

, h2 k>
H=H"+H™ | H’ =) e(k)af k) =
+ , 2 e(k)ajax , e(k) o
int 1
H™ = v E U(q)aL+qaL,7qak/ak (1)

kk’,q

Die Summen umfassen alle mit den periodischen Randbedingungen konformen Wellenvektoren.
Im Folgenden sei die Temperatur 7' = 0. Im wechselwirkungsfreien System U(q) = 0 ist der Grundzustand |®g)
durch die makroskopische Besetzung des Wellenvektors ko = 0 charakterisiert (vollstdndig kondensiertes Bose-Gas):

U(q) =0: aga0|‘1>0> =N Iq)0> , Qg = Ak,

Es soll angenommen werden, dass auch im wechselwirkenden System U(q) > 0 der Grundzustand |<T>0> eine
makroskopische Besetzung von ko = 0 aufweist,

~ ~ N,
U(q) >0 : alao|®o) = No|®o) , No<N , WONL (2)

Die Besetzungszahl Ny des Wellenvektors 0 ist jetzt kleiner als die Gesamt-Teilchenzahl N, aber immer noch
makroskopisch grof3.

Wir begriinden, dass mit der Annahme (2) die Operatoren aq , a(TJ (ndherungsweise) durch Zahlen ersetzt werden
diirfen,

ao=+v/No , ah =+/N . (3)
Fiir die Erzeuger, Vernichter eines Bosons in einem beliebigen Wellenvektor # 0 gilt
K#£0: ala®o) = me|®o) , aral|Po) = (1+n)|Po)

Die Nichtvertauschbarkeit der Operatoren duflert sich darin, dass die 1 nicht gegen ny vernachlassigt werden kann,
denn

k#0: mng~1 fir eine schwache Wechselwirkung U(q)
Fiir das Kondensat gilt dagegen
k=0: a(];a()@o) = No@o) , a()a(];|€>o> =(1+ No)ﬁ’o) ~ N()|(T>0>
Hier kann die 1 vernachléssigt werden, denn
k=0: Ny~N>1 fir eine schwache Wechselwirkung U(q)

Daher konnen ay und ag als vertauschbar angenommen werden, und damit durch c-Zahlen ersetzt werden:

= a(];ao = aoa(]; =Ny = |ag=+/Noe¥ , ag, = \/Noe %

In der Regel wahlt man ¢ =0.
Der Wechselwirkungsterm (1) mit der Naherung (3) tibergeht in

, U
Hint — o [Ng + Ny Z (4aLak + alaik + afkak) (4)
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Dabei werden alle Terme, die kleiner als ~ Ny sind, vernachléssigt (das sind also alle Terme, die weder ay noch
a(T) enthalten und die Terme, die entweder ao oder a(T) einmal enthalten). Hier und im Folgenden soll auferdem
angenommen werden, dass U(q) = U (Kontaktwechselwirkung). Es sei bemerkt, dass Terme ~ (Np)*/23", ax oder
~ (Np)*? S, al. wegen Tmpulserhaltung nicht auftreten.

Mit Ny > 1 braucht eigentlich nur der fithrende Term ~ (Ng)? mitgenommen werden. Dann wiirde aber die durch
die Wechselwirkung induzierte Dynamik ganz verschwinden, also geht man einen Term weiter, bis ~ Ny .

Die Gesamt-Teilchenzahl ist gegeben durch

N =Ny + Za;r(ak
k=£0

Wir benutzen diesen Ausdruck, um Ny aus (4) zu eliminieren, wobei wieder alle Terme, die kleiner sind als ~ N |
vernachlssigt werden. Ergebnis:

<l=

, N 1
Hin = EUTL + Unz {a}:ak + Q(altaf_k%-akak)} y M= (5)
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Um die Eigenwerte des Hamilton-Operators H = H? + H™  mit dem Wechselwirkungsterm H aus GL(5), zu
bestimmen, macht man den Ansatz

ax = cosh(f)y — sinh(#) 'yT_k
k#0 : . 0=0k) , 6(—k) =0(k) (6)
aik = —sinh(f) v + cosh(0) fka

(Bogoliubov-Transformation) mit den Quasiteilchen-Bose-Operatoren

[, 7] = 0ka > [, 7a] =0

Die (k) sind Parameter, die erst noch bestimmt werden miissen.

Wir tiberpriifen zunéchst, dass die Kommutatorrelationen der urspringlichen al(j) korrekt reproduziert werden.

Sicher erfiillt sind die Kommutatorrelationen fiir den Fall
k#a, k#-q: [a,af]=0
Fir k = q oder k = —q sollte man das nachpriifen: Mit
sh =sinh(0(k)) , ch = cosh(d(k))
folgt
[, ax] = [(chyie —shyly), (chax —shaly)]
=0
[ax, asx] = [(chme—shaly), (chy i —shaf)]
= —chsh [rka rY]T(] —shch [’YT_ka ’Y—k]

0
lar, af] = [(chyx —shaly), (=shy ik +chal)]
(ch)? [’Yk’Vk] (sh)? [’Lk’V—k]
= (ch)? —(sh)* =1
lax, aly ] = [(chme—shyty), (=shyx +chrl )]
=0
Der Hamilton-Operator lautet bis jetzt:

N U . N
= EUn + Z [(s(k)—FUn)aLak + %(a{taik—o—a_kak) , n=—
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Jetzt die Transformation einsetzen, ausmultiplizieren und nach Art der Terme zusammenfassen:

N
= Hz—Un—&—

+Z{ k’yk{ )—l—Un)(—shch)—l—[J;((sh)?_i_(ch)?)} +

k40

Fala {609+ Um e+ 2 o7+ @)} +
+ ’yltfyk{ (e(k) + Un)(ch)? — Un(sh ch)} +
+ 'Vk’YT_k{ (e(k) + Un)(sh)? — Un(sh ch)}}

Die Transformation ist nur dann niitzlich, wenn dadurch die anomalen Terme ~ v, ~ vyt verschwinden. Wir
verlangen also, da

(e(k) + Un)(—shch) + %((Sh)2 +(ch)?) =0

Mit
(sh)? + (ch)? = cosh(260(k)) , 2shch = sinh(26(k))
folgt
= |tanh(20(k)) = E(k)Uﬁ

Vom Hamiltonian bleibt jetzt noch iibrig, mit

Y =1+ v
und k — —k unter der Summe,
N
H="Un + > [ (e+Un)(ch? +sh?) = 2Un(shch)] + > [(e+Un)(sh)? — Un(shch)]
k#£0 k#£0
Jetzt kann man noch versuchen, den letzten Term dem zweiten Term moglichst dhnlich zu machen,

1

(ch)* = (sh)? =1 = (sh)” = [(sh)”+ (sh)*] = S[(sh)* + (ch)* — 1]

N =

k40

N 1 1

mit der Dispersion

E(k)=[(e(k) +Un)(ch®+sh?) — 2Un(shch)] = [(e(k) + Un) cosh(20) — U n sinh(26)]

Mit den Formeln

tanh? 1
sinh?(z) = L(;E) , cosh’(z) = ——5—
1 — tanh*(z) 1 — tanh*(z)
folgt
sinh(20) = un , cosh(26) = (e + Un)

Ve +Un)2 — (Un)? VE+ Un)2 — (Un)?



und damit
= |EBk) = \/(5(1() + Un)2 - (Un)2
Grofle k:
h2k?
ek)>Un: FEk) ~+ek)2=¢k)= Dl freie Bosonen
m
Kleine k:

ek)<Un: Ek)~+2Unek)=ck , ¢=hy/Un/m = Schallwellen

Der Grundzustand ist der Zustand niedrigster Energie. Der Hamiltonian besteht offensichtlich aus einer c-Zahl plus
einem Satz harmonischer Oszillatoren (fiir jedes k # 0 einer, analog zu Phononen). Im Grundzustand ist keiner der
Ostzillatoren angeregt, also

M|@o) =0, Vk#0




