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Phasenübergänge

Beispiel: der Ferromagnetismus
im Heisenberg-Modell 



Erinnerung: Magnetische Größen

δW = − "Hd "M

!H ≡ !B− 4π !M Magnetfeld

 Energie des e.-m. Feldes

〈!jgeb〉 =
d!P
dt

+ c(!∇× !M)

!B = rot!A Magnetische Induktion
!M Magnetisierung

Vom magnetischen System geleistete Arbeit δW = −dUFeld

dUFeld =
∫

dV

(
!E · d!D + !H · d!B

4π

)

für !H − const.



δW = PdV mechanische Arbeit

Vom magnetischen System 
geleistete Arbeit

Vom magnetischen System geleistete Arbeit

Analog zu

δW = − "Hd "M für !H − const.



Thermodynamische Potentiale

Innere Energie
dU = TdS + !Hd !M

U = U(S, !M)

T =
∂U

∂S

∣∣∣
!M

!H =
∂U

∂ !M

∣∣∣
S



Thermodynamische Potentiale

Freie Energie
F = U − TS

dF = −SdT + !Hd !M

F = F (T, !M)

S = −∂F

∂T

∣∣∣
!M

!H =
∂F

∂ !M

∣∣∣
T



Thermodynamische Potentiale

Enthalpie

H = U − !H !M

dH = TdS − !Md !H

H = H(S, !H)

T =
∂H

∂S

∣∣∣
!H

!M = −∂H

∂ !H

∣∣∣
S



Thermodynamische Potentiale

Freie Enthalpie
G = H − TS

dG = −SdT − !Md !H

G = G(T, !H)

!M = − ∂G

∂ !H

∣∣∣
T

S = −∂G

∂T

∣∣∣
!H



Heisenberg-Modell

gyromagnetisches Verhältnis

!Bext ≡ !H

äußeres Feld

Der Hamilton-Operator entspricht der Enthalpie

〈Ĥ〉 = U − !H !M

U = −J
∑

〈i,j〉

〈!Si
!Sj〉

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉

!Si
!Sj − gµB

!Bext

∑

i

!Si

µB =
e

2mc
g

!M = gµB

∑

i

〈!Si〉



〈Ĥ〉 = U − !H !M

Der Hamilton-Operator entspricht der Enthalpie

G(T, !H) = 〈Ĥ〉 − TS = −kBT lnZ

Freie Enthalpie

Richtige freie Energie F (T, !M) = U − TS = G + !H !M

G wird häufig ”freie Energie” genannt

Z - Zustandssumme bei festem !H = !Bext



Freie Spins: Paramagnetismus

!Bext ≡ !H

äußeres Feld

h ≡ gµB!| !H|
2

Ĥ = −gµB
!H

∑

i

!Si = −h
∑

i

σz,i

!M = − ∂G

∂ !H

∣∣∣
T

=
gµB!

2
N 〈σz〉 =

gµB!
2

N tanh(βh)

G(T, !H) = − 1
β

lnZ = −N

β
ln [2 cosh(βh)]



!M =
gµB!

2
N 〈σz〉 =

gµB!
2

N tanh(βh)



Ferromagnetisches Heisenberg-Modell

!Bext ≡ !H

äußeres FeldĤ = −J
∑

〈i,j〉

!Si
!Sj − gµB

!Bext

∑

i

!Si

h ≡ gµB!| !H|
2

J0 ≡
!2J

4

Ĥ = −J0

∑

〈i,j〉

!σi!σj − h
∑

i

σz,i

Mit Pauli-Matrizen

Ferromagnetismus: J > 0



Heisenberg-Modell: Molekularfeld-Näherung

Molekularfeld

Ĥ = −J0

∑

〈i,j〉

!σi!σj − h
∑

i

σz,i = −
∑

i

(!h + !̂h(i)
MF)!σi

!̂h(i)
MF = J0

∑

j=n.N.(i)

!σi

MF-Näherung

z Zahl der n.N.

(mean field)

!hMF = 〈!̂h(i)
MF〉 = J0

∑

j=n.N.(i)

〈!σi〉 = J0z〈!σ〉



Heisenberg-Modell: Molekularfeld-Näherung

z Zahl der n.N.

(mean field)

ĤMF = −
∑

i

(!h + !hMF)!σi !hMF = J0z〈!σ〉

〈!σ〉 =
!h + !hMF

|!h + !hMF|
· tanh(β|!h + !hMF|) =

!hMF

J0z

!hMF ‖ !h

tanh(β(h + hMF)) =
hMF

J0z



βhMF ≡ x

tanh(βh + x) =
kBT

J0z
x

kBTc = zJ0

tanh(β(h + hMF)) =
hMF

J0z

für h = 0 und T < Tc - zwei Lösungen

kritische Temperatur



Phasenübergang
spontane Symmetriebrechung

〈σ〉 - Ordnungsparameter



MF als Variationsverfahren

Ĥ = −J0

∑

〈i,j〉

!σi!σj − h
∑

i

σz,i

ĤMF = −
∑

i

(h + hMF)σz,i

WMF =
1

ZMF
e−βĤMFVariation-Zustandsoperator

Variation-Parameter hMF



MF als Variationsverfahren
Thermodynamisches Potential G

Variation-Zustandsoperator

Variation-Parameter

Gvar(T, h, hMF) = 〈Ĥ〉MF − TSMF $= −kBT lnZMF

WMF =
1

ZMF
e−βĤMF

hMF

〈Ĥ〉MF = Tr(ĤWMF) SMF = −kBTr(WMF lnWMF)

Gvar = −kBT lnZMF + 〈Ĥ− ĤMF〉MF



MF als Variationsverfahren

Ĥ = −J0

∑

〈i,j〉

!σi!σj − h
∑

i

σz,i ĤMF = −
∑

i

(h + hMF)σz,i

Gvar = −kBT lnZMF + 〈Ĥ− ĤMF〉MF

Keine Korrelationen im MF-Zustand〈!σi!σj〉MF = 〈!σi〉MF〈!σj〉MF

m(T, hMF) ≡ 〈σ〉MF = tanh(β(h + hMF))

〈Ĥ〉MF = −J0zN

2
m2 − hNm

MF-Magnetisierung



MF als Variationsverfahren

Gvar(T, h, hMF) = −J0zN

2
m2 + hMFNm− kBTN ln [2 cosh(β(h + hMF))]

Gvar = −kBT lnZMF + 〈Ĥ− ĤMF〉MF

m = tanh(β(h + hMF)) 〈Ĥ〉MF = −J0zN

2
m2 − hNm

Gvar(T, h, m)
N

= −J0z

2
m2 + kBT

(
m Arctanh(m) +

1
2

ln(1−m2)− ln 2
)
− hm



MF als Variationsverfahren
Thermodynamisches Potential G

hier waren wir schon!!

Thermodynamisches Potential h ≡ gµB!| !H|
2

Gvar(T, h, m)
N

= −J0z

2
m2 + kBT

(
m Arctanh(m) +

1
2

ln(1−m2)− ln 2
)
− hm

∂G

∂m
= 0

m = tanh(β(h + J0zm))

G(T, !H) = Gvar(T, h, m(h, T ))

hMF = J0zm = J0z〈σ〉

d

dx
Arctanh(x) =

1
1− x2



Welche Lösung?

Gvar(T, h, m)
N

= −J0z

2
m2 + kBT

(
m Arctanh(m) +

1
2

ln(1−m2)− ln 2
)
− hm

∂G

∂m
= 0 m = tanh(β(h + J0zm))

kBTc = zJ0

T ∼ Tc m! 1für gilt Arctanh(x) = x +
x3

3
+ . . .

ln(1− x2) = −x2 − x4

2
+ . . .

Gvar(T, h, m)
N

≈ kB(T − Tc)
2

m2 +
kBT

12
m4 − hm− kBT ln 2



Welche Lösung?
T ∼ Tc m! 1für gilt

Gvar(T, h, m)
N

≈ kB(T − Tc)
2

m2 +
kBT

12
m4 − hm− kBT ln 2

h = 0 ohne externes Magnetfeld

T > Tc T = Tc T < Tc



Welche Lösung?
T ∼ Tc m! 1für gilt

Gvar(T, h, m)
N

≈ kB(T − Tc)
2

m2 +
kBT

12
m4 − hm− kBT ln 2

mit externem Magnetfeld T < Tch != 0

h > 0 h < 0





Phasenübergang: Singuläres Verhalten  
kBTc = zJ0m = tanh(β(h + J0zm))

Umschreiben

Entwickeln für m! 1 βh =
(

1− Tc

T

)
m +

m3

3
+ . . .

Für

ε ≡ T − Tc

Tc
≈ T − Tc

T

Für T = Tc

h = 0, ε < 0 m ∝ (−ε)β β =
1
2

m ∝ h1/δ δ = 3

kritische Exponenten

βh = Arctanh(m)− Tc

T
m

Arctanh(x) = x +
x3

3
+ . . .



Phasenübergang: Singuläres Verhalten  

Entwickeln für m! 1 βh =
(

1− Tc

T

)
m +

m3

3
+ . . .

ε ≡ T − Tc

Tc
≈ T − Tc

T

Susceptibilität

χT ∝
∂m

∂h
∝

1
ε für T > Tc

1
|ε| für T < Tc

{


