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1. Energieeigenzustände (20 Punkte, schriftlich)

Ist der Hamiltonoperator eines quantenmechanischen Vielteilchensystems bekannt, kann
man durch Diagonalisieren die Energieeigenzustände des Systems bestimmen, die im
Allgemeinen sehr wichtig für das Verständnis physikalischer Prozesse sind. Betrachten
Sie in dieser Aufgabe ein System aus zwei verschiedenen Arten von Bosonen, beschrie-
ben durch (Einteilchen-)Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a†, a und b†, b. Der
Hamiltonoperator sei gegeben durch

H = ωAa
†a+ ωBb

†b+ λ
(
a†b† + ba

)
(1)

mit 0 < ωA < ωB.

Zeigen Sie, dass H auf die folgende Form gebracht werden kann:

H = ωCc
†c+ ωDd

†d+ konst. (2)

wobei c†, c sowie d†, d auch bosonische Operatoren sind und ωC < ωD. Finden Sie den
Zusammenhang zwischen Operatoren a(†), b(†) und c(†), d(†) und zeigen Sie, dass

ωC =
1

2

(√
(ωB − ωA)2 − 4λ2 − (ωB − ωA)

)
, (3)

ωD =
1

2

(√
(ωB − ωA)2 − 4λ2 + (ωB − ωA)

)
. (4)

Bestimmen Sie außerdem die Erwartungswerte 〈d†d〉, 〈a†a〉 und 〈a†b†〉 im Grundzustand.

2. Operatoren in zweiter Quantisierung (35 Punkte, schriftlich)

In der Vorlesung wurde die Darstellung bosonischer Einteilchenoperatoren F̂ (1) in zwei-
ter Quantisierung hergeleitet. Demnach ist F̂ (1) =

∑
a f̂

(1)
xa (Operator f̂

(1)
xa wirkt auf

Korrdinate xa) identisch zu

F̂ (1) =
∑
ij

〈i|f̂ (1)|j〉 b̂†i b̂j , (5)

mit den Einteilchenzuständen |i〉. Die Diagonalelemente der bosonischen Operatoren
waren hierbei gegeben durch

〈N1, N2, . . . |F̂ (1)|N1, N2, . . .〉 =
∑
i

Ni〈i|f̂ (1)|i〉 , (6)

und die Nicht-Diagonalelemente durch

〈. . . , Ni, . . . , Nj − 1, . . . |F̂ (1)| . . . , Ni − 1, . . . , Nj, . . .〉 =
√
NiNj 〈i|f̂ (1)|j〉 . (7)



Die symmetrischen bosonischen Wellenfunktionen sind definiert durch

|N1, N2, ...〉 =

(
N1!N2! . . .

N !

)1/2∑
P

φP1(x1)φP2(x2) . . . φPN
(xN) (8)

mit N =
∑

iNi und den Einteilchenwellenfunktionen φi(xi) im Zustand i.

Analog zu den Einteilchenoperatoren können bosonische Zweiteilchenoperatoren F̂ (2) in
zweiter Quantisierung dargestellt werden durch

F̂ (2) =
1

2

∑
iklm

〈ik|f̂ (2)|lm〉 â†i â
†
kâmâl . (9)

mit den Matrixelementen

〈ik|f̂ (2)|lm〉 =

∫∫
dx1 dx2 φ

?
i (x1)φ

?
k(x2) f̂

(2) φl (x1)φm(x2) .

Leiten Sie aus F̂ (2) =
∑

a<b f
(2)
ab (Operator wirkt auf Koordinaten xa und xb) die

Form (9) her. Finden Sie dazu die zu Gln. (6) und (7) analogen Ausdrücke für Zweiteil-
chenoperatoren. Unterscheiden Sie, ob f (2) zweimal auf den gleichen Einteilchenzustand
oder auf zwei unterschiedliche Einteilchenzustände wirkt.

3. Thermodynamische Störungstheorie (45 Punkte, mündlich)

Betrachten Sie ein Gas spinloser Bosonen der Masse m in einem Volumen V = L3, mit
periodischen Randbedingungen für die Wellenfunktionen. Nehmen Sie an, dass die Teil-
chen über ein Potential U(~r1−~r2) = U0δ(r1− r2) mit U0 > 0 paarweise wechselwirken.
Ausgedrückt in zweiter Quantisierung hat der Wechselwirkungsteil des Hamiltonopera-
tors (Ĥ = Ĥ0 + Û) dann die Form

Û =
U0

2V

∑
k1,k2,k3,k4

δk1+k2−k3−k4 â
†
k3
â†k4

âk2 âk1 (10)

Das chemische Potential µ und die Temperatur T seien vorgegeben.

(a) Betrachten Sie Û als kleine Störung und zeigen Sie, dass die Korrektur erster Ord-
nung in U0 zum großkanonischen Potential gegeben ist durch

δΩ = 〈Û〉H0 =
tr
{
Ûe−β(Ĥ0−µN̂)

}
tr
{
e−β(Ĥ0−µN̂)

} . (11)

Hinweis: Benutzen Sie die zeitunabhängige Störungstheorie der Quantenmechanik.

(b) Berechnen Sie δΩ. Im relevanten Matrixelement können entweder zwei Bosonen in

unterschiedlichen Zuständen ~k1 6= ~k2 oder im gleichen Zustand ~k1 = ~k2 erzeugt
werden, betrachten Sie diese beiden Fälle separat.

Mit ,,schriftlich” gekennzeichnete Aufgaben sind handschriftlich zu bearbeiten und bis
Mittwoch (vor der Besprechung), 10 Uhr, in den dafür vorgesehenen Kasten einzuwerfen.

Die Anmeldung zur Vorleistung (Übung) ist ab Montag, dem 04.07.2016, möglich.


