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1. Magnonen im ferromagnetischen Heisenberg-Modell:

(a) Die Bewegungsgleichungen sind gegeben durch

dse
dt

=1[H,S]].
Den Kommutator berechnen wir fiir jeden Term der Summe als
B
= 575057 — 575]5{ = §]s]5p — §]SyS] + 5]57Ss] — 5785 =

— ;qB Y _ v gB

Fiir die ganze Summe finden wir

[Z TS Sy, Sg] =i Jji€sar Sy ST 1Y Jik€par ST Sy =
J#k JJF k., ki

=i Jieasn (stg + sgsf) =20 JyeasS7S].
JJ#i JJ#i
Dann sind die Bewegungsgleichungen

dse
dt

== Jij€asySiS] — eap, HPS].
JriFi
(b) Wir nehmen an, dass
(S7) =~ S.
Dann ist die Molekulédrfeldndherung

B ~ B B Z A 2\ o
S;S7 ~ (S))S] + 87(S7),  Si=(S])=S.

Betrachten wir jetzt die Bewegungsgleichungen (fiir H = 0) der einzelnen Kompo-
nenten:

dse . .
= 2 T (S = SISi) =S Yy (S = 5)),

JyF 33




dSiy Tr Qz zZ QT T T
=2 i (S]SE - S5ST) = S )y iy (87 - 57,

Jd# Jd#
= g Ji; (SUSF — S2SY) ~
D)7

Die linearisierte Bewegungsgleichungen sind

ds?

dt :SZJZ'J'(S@%/_SJZ'/%
JiF

g =S T (S7-57),
JyF
Sy _
a

(¢) Um die linearisierten Gleichungen zu l6sen, fithren wir erst die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren ein:

S =87 4+iSY, S =S5 —isY.

(2 (2

Die Bewegungsgleichungen fiir diesen Operatoren kénnen wir durch die Addition
und die Subtraktion der obigen Bewegungsgleichungen herleiten. Fiir S; finden wir,
z.B.:

dSzm dSzy Y Y - QT - QX ; + +
i =S Ji (S¥ =SV +iSy —iS) = —iS Y Ty (ST - S)).

JJF JJ#i

Fiir das Modell mit Wechselwirkung der néchsten Nachbarnfinden wir die Gleichun-
gen

sy
S =—iSI Y (S -5)),
(4

wobei (j); die ndchsten Nachbarn des Punktes ¢ bezeichnet.

Jetzt fithren wir die Fourier-Transformation ein

+ + _igr;—iwt
S = E Sy et T

7
q

wobei r; der Radiusvektor des Gitterpunktes ¢ ist.

Von der Bewegungsgleichung finden wir

—iwSy = —iSJS5 Y [1— e
)i

Letztendlich finden wir das Spektrum

wg = SJAq, Aq _ Z [1 . eiq(m*T‘j)} .
(@i



(d) Im einfachsten Fall des dreidimensionalen kubischen Gitters hat jedes Punkt sechs
néchsten Nachbarn (wir setzen die Gitterkonstante a = 1)

r; . Tite,r;,te,r; te,.
Die Dispersion ist dann
wq = 25J (3 — cosq, — cosq, — cosq,).

Im Limes ¢ — 0 finden wir
wq ~ SJq.

Die effektive Masse finden wir vom Vergleich der Dispersion der Magnonen und der
Energie eines freien Teilchen:

2. Molekulirfeldnidherung fiir Antiferromagneten:

(a) Intuitiv stellen wir uns vor, dass der antiferromagnetische Zustand besteht aus
alternierenden Spins. Deswegen fiihren wir zwei Untergitter ein. Jeder Untergitter
sei dhnlich als einen Ferromagnet. Die Spins in der zwei Untergitter sind antiparallel.
Im Modell mit Wechselwirkung der nachsten Nachbarn wechselwirken nur die Spins
von unterschiedlichen Untergitter.

Wir fithren zwei Molekulérfelder ein:
S+ == <0'+>, S_ = <O',>
Der Hamilton-Operator schreiben wir erst als (J < 0)
W=l 3 oo —HY (o 4oy
~ 9 0iy 05 oi, +05.),
(i) i

wobei i, and j_ bezeichnen die Gitterpunkte der zwei Untergitter und (i, j_) be-
zeichnet nédchste Nachbarn.

Jedes Produkt o;, 0;_ schreiben wir als
0;, 05 = [S+ + (O'Z‘Jr - S+)] [S_ + (O'j; — S_)} ~ S+O’j7 + S_O'l‘Jr — S+S_.

In der Summe iiber nachsten Nachbarn finden wir
IR S SR
(i45-) J- (i) J-

wobei (i4); bezeichnet die néchsten Nachbarn vom Punkt j_ und z ist die Zahl
der néchsten Nachbarn.



Letztendlich schreiben wir den Hamilton-Operator in der Molekuldrfeldndherung
als

H==Y > o (H-H,) - %zm&s_,

a=% jao
wobei N ist die Gesamtzahl des Spins (3_; = N/2) und

1
Ha = §Z’J‘Sa.

(b) Die Freie Enthalpie ist gegeben durch

G(T,H)=-TlhZ=-Tln Z o EUo)/T

{oi}
N H-H
:_Z2|J|S+S_—TIHHH2(:OSh =
a=% jq
N |1 H—H,
=-3 §z]J\S+S, +T§ln (QCosh T )] :

(c) Jetzt finden wir das Minimum der freien Enthalpie

OG(T. H)  oH-H
T =0 = S+ = tanh T,
9GILH) _,, o S —tanh 2 I

0S_ T
Diese Gleichungen sind die Selbstkonsistenz-Gleichungen.
(d) Fir H = 0 sind die Selbstkonsistenz-Gleichungen
H_ H
SJr:—tanhT, S_ :—tanh%.
Im kritischen Punkt sind die Molekularfelder klein. Wir entwickeln:

H_ H
S, =—— S ===
* T’ T

Die Determinante des Gleichungssystem soll Null sein:

1 z|J|/(2T¢)| 1
(e) Die Suszebilitét ist
oM
X = A7 )
OH H—0
wobei die Magnetisierung ist
2 0G

NOH’



Benutzen wir jetzt die freie Enthalpie:

M = Zitanh

H-H,
T :SJF"’S,.

Hier haben wir die Selbstkonsistenz-Gleichungen benutzt.
Die Suszebilitét:

_os. o5
X" o " oH
H-H, 9 H—H
—a—HtanhT—l—a—HtanhT
1 1 0S4 1 oS-
- | (1-T 1-1,22-
T cosh2%< aH)—FCOShQ%( 8H>]

Jetzt benutzen wir die Identitét

1

cosh 7

H,

H —
:1—tanh2T:1—SE,

und die Tatsache, dass 53 = S2 = 5? um die Gleichung fiir x zu l6sen:

21—
YT Trna-sy

Fiir T > T. haben wir S? = 0 und zwar

2
T>T,)= .
X( ) T+T,

Alternativ, konnen wir direkt 16sen. Fiir hohe Temperaturen kénnen wir die Selbstkonsistenz-
Gleichungen linearisieren. Dann addieren wir die zwei Gleichungen und l6sen fiir M:

M = 2H )
T+ T.
Deswegen,
2
T>1T,)= .
X =717,

Fiir T < T, sollen wir die Selbstkonsistenz-Gleichungen l6sen um S? zu bestimmen.

Wir nehmen an, dass Sy = —S_. Dann haben wir die gleiche Gleichung als in der
fall eines Ferromagnets:
ST,
S = tanh )
anh —

Hier, fiir " — 0:
Sal—25/T = Sal—2 T/,

Dann

4 o1
X~ Te )



FirT — T, —0:

Dann
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