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1. Drei-Niveau-Laser:

(a) Die allgemeine Mastergleichung ist

Di = Z (%z‘pk - %‘kpz‘) )
k

wobei p; die Wahrscheinlichkeiten (z.B. der Besetzung der Energieniveaus) sind. v,
ist die Rate der iibergang vom Zustand k nach den Zustand ¢. Deshalb hat der erste
Term das Vorzeichen + und der zweite — (d.h. Zerfall).

In unserem Drei-Niveau-System é&ndert sich die Besetzung des Niveaus Ey durch
Zerfall nach F5 (mit der Rate I') und durch Wachstum wegen die Ubergénge von F3
(mit der Rate I') und von Fs mit der Rate 79;). Die entsprechende Mastergleichung

1st
p1 = Ya1p2 +I'ps — I'p1.

Ahnlicherweise erhalten wir die zwei andere Gleichungen

D2 = Y32DP3 — V21D2,

ps = I'p1 — I'ps — y32p3.
Beachten Sie dass hier
p1+p2+ps=1,
weil wir das Drei-Niveau-System mit einem einzelnen Elektron betrachten.
Die stationédre Losung finden wir wie folgt:

pi - 07
und zwar
p (OO) _ Y21 (732 =+ F)
1 -
Y21(v32 + 2I") + 32T
pg(OO) _ ’732F
Y21(v32 + 2I") + 32T
p3<00> _ 721F
Y21(v32 + 2I") + 32T
Insbesondere:

p2(00) - P1(00> = Tl = 721(732 - F)
Y32l + Y21 (32 + 2I)




Die Differenz ps(co0) — p1(00) kann positiv sein wenn

Yo1 < Y32l /(32 + T).

In diesem Fall finden wir die Besetzungsinversion.

Im Limes 751 < 732 < I' kbnnen wir die Losung vereinfachen. Wir setzen 7,1 = 0
und finden

p3(00) = pi(00) =0 pa(o0) = 1.

Hier ist die Besetzungsinversion besonders transparent.

(b) Jetzt haben wir zwei neuen Ubergangsraten, vt = 75i = gn und im Limes 75} >>
Y91 = 0 konnen wir die Rate 79, vernachlédssigen. Wir erhalten dann die folgende
Mastergleichungen

p1 = gnpz + I'ps — gnpr — I'py
P2 = gnp1 + V32P3 — gnp2
ps = I'p1 — I'ps — 732ps.
Dazu haben wir noch die Gleichung fiir die Anzahl der Photonen
n = gnN(ps — p1) — kn.

Die stationédre Losung fiir p; ist jetzt

gn(co)(ys2 +T')

Pi(c0) = Y3ar + gn(00) (2732 + 3T)
pa(00) = Y32l + gn(00)(y32 + 1)

? Ysor + gn(00) (2732 + 3I)
ps(00) = gn(oco)T’

" yser + gn(00) (2732 + 3T1)

Im Limes I' — oo erhalten wir

) =) =

pa(oc) = SN T e
3971(00) + 32
Hier N
32
00) — pi(o0) = ————,
Pa(00) = p1(c0) 3gn + 732

und wir haben nochmals die Besetzungsinversion gefunden.



()

Benutzen wir die obige Losung im Limes I' — oo in der Gleichung fiir n. Die
stationdre Losung finden wir von der Gleichung

gN _
n(oo) [m — m] =

Y32

Fiir k > gN ist die einzelne Losung
n(oco) =0 = p3(00) = p1(o0) =0 pa(00) = 1.

Fiir k < gN gibt es zwei Losungen. Die Losung n = 0 ist in diesem Regime instabil.
Die zweite Losung ist
(gN = K)vs

39K '
Hier kann unsere System kohé#rentes Licht ausstrahlen und zwar kann als einen
Laser verwendet werden. Die Wahrscheinlichkeiten p; sind in diesem Fall

1 K 1 2K

p1(o0) =p3(00)=§—3g—N, pQ(OO)ZgJF?)g—N~

n(oo) =

2. Langevin-Gleichung: RC-Schaltkreis:

(a)

Wir benutzen die allgemeine Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung und
finden

tl/Tr
=t /dtle —— V(1) + 6Vi(t) — Va(t)]
0
wobel

7, = RC/2

die Relaxationszeit des Kreises ist.

Wir mitteln jetzt die obege Losung. Fiir V' = 0 finden wir
(@) =0, (FP(t)o=TC (1 —e/™).
Im Limes ¢ > 7, finden wir die zeitunabhéngige Losung
(¢*(t))o = TC,

das das Aquipartitionstheorem erfiillt.

Jetzt betrachten wir die zeitunabhéngige (d.h., stationére) Spannungsquelle. Wir
mitteln die allgemeine Losung und finden

1
o= (s =35VC, 0 =(")u—(a)5 = TC.

Da die Statistik von dV; gaufBisch ist, soll auch die Ladung eine Normalverteilung
haben. Die gauflische Verteilungsfunktion ist durch die zwei Momente komplett

definiert und zwar .
— —(q—nq)?/205
B = — ¢ a,
psild) oV 2T



(d)

Berechnen wir jetzt die Fourier-Transformation

i iXpg—X202
G0 = [ daeipulq) = e

Hier beachten wir die Symmetrie:

2 V
o2 T
und finden v
6400 =Gy (~x+ iy )
Die elektrische Leistung ist

V() (t)

Pl =vione =5 [ve - 1+ no).

Die von der Spannungsquelle geleistete Arbeit wirend der Zeit T ist die gemittelte

elektrische Leistung mal 7T
-

Pr= / dtP(t).

to
Wir berechnen jetzt die folgende Mittelwerte:

t

1
(a(®) = e [ eV (n)

(a(t1)q(t2)) = (q(t1)){a(t1)) + (q(t1)q(t2))eqs
(q(t1)q(t2))eg = TC (€—|t1—t2\/n _ 6—(t1+t2)/n«) ~ TCe t—tal/m.

weil to > 7,
(OVi(t1)q(ta)) = 2T0(ty — ty)e~ 2=t/

wobei §(z) = 1 fiir x > 0, sonst §(z) =0,

(SVilt)a(t2) + {a(h)3Vi(82)) = S a(t)alta)bes

Fiir die vermittelte Arbeit finden wir jetzt

t

(Pr) = [ arvie) -

t t1
1
RQO/dtl/dtgv<t1>V(t2)€(t2tl)/TT.
to to



Die Varianz ist
t t t
—o I 2T 9 1
(P7) = (Pr)” + T dt,V=(ty) — e dty [ dtxV(t1)V (t2)(q(t1)q(t2))eq-
to to

Die Integrale in die zwei Relationen sind identisch und zwar
2T(Py) = (P2) - (Py)>
Die Verteilungsfunktion ist auch Gauflisch

p(Pr) =~ \1/%

Das erzeugende Funktional der Arbeit definiert man nun mithilfe der Laplace-
Transformation:

o~ (P—iip)? /207

Gp(N) = / dpe™ 7 p(p) = e NN/,

Hier finden wir die Symmetrie

oy

Weil
2pg 1
o2 T’

finden wir letztendlich



