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1. Landau-Funktional des Ising-Modells (40 + 20 4 20 4 20 = 100 Punkte)

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass ein Ising-Modell im Limes groer Wellenlédngen
(kleine k) durch ein Landau-Funktional beschrieben werden kann. Betrachten Sie ein
Ising-Modell aus N Spins (0; = £1) auf einem 3-dimensionalen Gitter mit Néachster-
Nachbar-Wechselwirkung (J;;):
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Die Wechselwirkungskonstanten .J;; kénnen hier als Matrix J aufgefasst werden, die
Matrix J sei invertierbar. (In Matrixschreibweise mit Vektoren o = (074, ...,0y) kann
man den Wechselwirkungsterm schreiben als —oJo.)

(a) Fiithren Sie die Summen iiber o; = 41 in der Zustandssumme aus. Entkoppeln Sie
dazu die Spin-Spin-Wechselwirkungsterme mit der Hubbard-Stratonovich-Trans-
formation
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Ersetzen Sie dann die Variablen x; in der Zustandssume mit neuen Variablen ¢;,
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entwickeln Sie den Exponenten in der Form log(cosh z) ~ % — 2 und fassen Sie die
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quadratischen Terme im Exponenten zusammen.

(b) Transformieren Sie mit
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analog J;; = J(|r; — r;|), in den Fourierraum. Die Summe ), luft ber alle N
mglichen Werte von k. Wie sieht das Landau-Funktional F[¢g] in
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aus?
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Betrachten Sie den Limes groer Wellenléngen, k,, k,, k, < 1/a: Vereinfachen Sie Jj,
zu (Gitterkonstante a)

=2

Je = 2J (d—a’k?) = Jy (1 — %k?) : (6)
Benutzen Sie dazu, dass die J;; nur fr Néchste-Nachbar-Paare von Null verschieden
sind. Auch den Wechselwirkungsterm knnen Sie mit (6) vereinfachen, nehmen Sie
dabei nur den konstanten (k-unabhéngig) Beitrag mit.

Im Limes kleiner |k| < a ist es sinnvoll, die Summe {iber k in F[pg] auf Inte-
gralform zu bringen. Benutzen Sie die kontinuierliche Fourier-Transformation ¢y =
% [ &®re(r)e”*" um wieder in den Ortsraum zu transformieren und zeigen Sie, dass
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wobei a = T}TC sein soll. Geben Sie gg, T,, & und b an.

Damit haben Sie aus dem Ising-Modell (1) ein Landau-Funktional hergeleitet. Bei
T =T, wechselt a das Vorzeichen und es findet ein Phasenbergang statt.



