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1. Übernächste Nachbarn im Heisenberg-Modell (10+15+15 = 40 Punkte)

Betrachten Sie das Heisenberg-Modell aus N � 1 Spins mit S ≥ 1/2 in einem dreidi-
mensionalen kubischen Gitter mit Wechselwirkungen zwischen nächsten Nachbarn als
auch zwischen übernächsten Nachbarn (d.h. die 12 Gitterplätze mit dem zweitkürzesten
räumlichen Abstand). Der Hamilton-Operator lautet dann:

H = −J1

∑
〈ij〉

~si · ~sj − J2

∑
〈〈ij〉〉

~si · ~sj .

Dabei sei J1 > J2 > 0 und wir bezeichnen mit 〈ij〉 Paare nächster Nachbarn im Gitter
sowie mit 〈〈ij〉〉 Paare übernächster Nachbarn. Beachten Sie, dass ~si = (sxi , s

y
i , s

z
i ) ein

quantenmechanischer Operator mit ~s 2
i = S(S + 1) ist.

(a) Führen Sie die Molekularfeld-Näherung durch und bringen Sie den genäherten
Hamilton-Operator auf die Form

H ' HMF = − ~Beff ·
∑
i

~si + E0 .

Bestimmen Sie das molekulare Feld ~Beff sowie die Konstante E0 in Abhängigkeit
vom mittleren Spin 〈~s〉. Geben Sie die Zustandssumme ZMF für HMF an.

Hinweis: Das Koordinatensystem kann so gewählt werden, dass ~Beff in z-Richtung
zeigt.

(b) Leiten Sie die Selbstkonsistenzgleichung für die Magnetisierung M her. Finden Sie
die Übergangstemperatur Tc in der Molekularfeld-Näherung.

Hinweis:
d

dx
coth(x) = − 1

sinh2(x)
,

1

sinh2(x)
=

1

x2
− 1

3
+O(x2)

(c) Ausgehend von HMF leiten Sie das Freie-Energiedichte-Funktional

f(ϕ) = fN +
t

2
ϕ2 + b ϕ4

für das System in der Nähe des Übergangs her. Bestimmen Sie fN , t und b (nume-
rische Faktoren müssen nicht vereinfacht werden).

Hinweis:

ln
sinh(Ax)

sinh(x)
= lnA+

1

6

(
A2 − 1

)
x2 +

1

180

(
1− A4

)
x4 +O

(
x6
)

Bitte wenden!



2. Transfermatrixmethode im dimerisierten 1D-Ising-Modell (30 Punkte)

Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-Modell für 2N Spins (S = 1/2) auf einem
Ring (sz2N+1 = sz1) mit einer “Dimerisierung” der Kette, d.h. die Bindungen werden
alternierend geschwächt und gestärkt:

H = −J−
N∑
i=1

sz2i−1s
z
2i − J+

N∑
i=1

sz2is
z
2i+1.

Nehmen Sie an, dass J+ > J− > 0. Führen Sie alternierende Transfermatrizen T+ und
T− ein und bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme Z. Berechnen Sie für N →∞
die Korrelationsfunktion 〈σiσi+n〉−〈σi〉2 (wobei σi = 2szi ). Dabei seien sowohl i als auch
n ungerade und n� N .

Hinweis: Bei der Berechnung der Korrelationsfunktion ist es nützlich in der Eigenbasis
von T = T−T+ zu arbeiten, in der σz und Tz := T−σzT+ nur Nicht-Diagonalen-Elemente
haben.

3. RC-Schaltung mit Rauschen (15+15=30 Punkte)

Eine Parallelschaltung aus einem elektrischen Widerstand R und einem Kondensator
mit der Kapazität C lässt sich mit der Langevin-Gleichung

CV̇ +
V

R
= δI(t)

beschreiben, wobei 〈δI(t)〉 = 0 und 〈δI(t)δI(t′)〉 =
2kBT

R
δ(t−t′) . Es handelt sich somit

um Nyquist-Rauschen.

(a) Führen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Spannung ρ(V, t) ein und leiten
Sie die Fokker-Planck-Gleichung für ρ aus der Langevin-Gleichung her.

(b) Lösen Sie die Fokker-Planck-Gleichung im stationären Fall.

Hinweis: Die Differentialgleichung kann auf 1. Ordnung reduziert werden. Beach-
ten Sie, dass aus Symmetriegründen ρ(V ) = ρ(−V ) und damit dρ

dV

∣∣
V=0

= 0. Danach
kann die Substitution y = V 2 hilfreich sein.


